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ANALISE COMBINATORIA

FATORIAL

ASSISTA A VIDEO AULA

Fatorial — Definigao:

Seja n um numero natural maior do que 1. O
fatorial de n, indicado por n!, é definido como o
produto dos n nUmeros naturais consecutivos de
1 atén, isto é,

Inl=n(n-1).(n-2). ... .32.1 para n>2)|
Paran=1en=0define-senl =1

Acompanhe os exemplos:

q) 81=8.7.6. 5. 4.3.2. 1 = 40320
b) 41=4.3.2.1 =24

Dica: Podemos desenvolver um fatorial até um
fator conveniente. Observe:

a)7!=7.6.5.43.2.1=7.6.5.4.3!
==

3!
b)8!=8.7.6.5.4.3.2.1=8.7.6.5!
)
5!
¢)10!=10.9.8!

d)nl=n(n-1).(n—2)!

Esse mecanismo de “pararmos” o
desenvolvimento de um fatorial em um fator
conveniente, permite o cdlculo de expressdes
envolvendo fatorial em aulas posteriores, de
forma menos tfrabalhosa.

) —
EXERCGICIOS
PROPOSTOS

1 . Assinale V para as alternativas verdadeiras
ou F para as alternativas falsas:

a) ( ) Sejam a e b dois nUmeros naturais
positivos Nessas condicoes & sempre
vdlida a expressdo: al + bl = (a + b)!

10!
b) ( ) — =5040
6!
o) | )]—2!=12
111
8l+7!
d) =
7!

2 S . 151+13! . .
. Simplificando a expressao —y3r— . obtém-se:

a) 210 b) 211 c) 212
d) 214 e) 215

+1)m! 1
M = — e fendo em vista que
(m+2)! 10

m > 0, o valor de m € um nUmero:

3. Sendo

a) primo

b) multiplo de 3
c) multiplo de 2
d) divisivel por 5
e) divisivel por 6

4 ~ (n+1)l-n!
« Resolvendo a equacdo ————=7n
(n—12)!

encontramos n igual a:

a) 5
b) 4
c) 6
d) 7
e) 9

Andlise Combinatdria
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xH(x+1)!

. Se —/—————=20, entdo x vale:
(x-1)Ix!
a) -6
b) -5
c) 4
d) 5
e) 6

6. ( UFPEL — RS ) Os fatoriais sGo importantes em
andlise combinatéria. Por exemplo, existem n!
caminhos diferentes de arranjar n objetos
distinfos numa sequéncia. Esses arranjos sdo
chamados permutacdes simples e nUmero de

permutacdes €& dado pelo produto
nin — 1)(n - 2)...3.2.1 Utilizando essa teoria, o
valor de n! na expressao

(n+1)!-2nl=4(n-1)!é

O O U Q0
N — 0 W N

)
)
)
)
) 24

®

7. (ESPM ) Para xeN e x> 2, a expressdo

(x2 - 1)1 X!
(x2-2) ()1

é equivalente a:

><

~—~

X — 2)'
x=1!

0

(o}
~

a)
b)
)
)
)

><><

-1

)

8. O produto 20.18.16.14. ... .6.42 ¢é
equivalente a:

20!

9. (ITA — SP) A expansdo decimal do nUmero
100! =100.99---2.1 possui muitos algarismos
iguais a zero. Contando da direita para a
esquerda, a partir do digito das unidades, o
numero de zeros, que esse nUMero pPossui
antes de um digito ndo nulo aparecer, é
igual a

a) 20.
b) 21.
c) 22.
d) 23.
e) 24.

10 Qual é o algarismo das dezenas da soma
finita O!+1'+ 2!+ 3!+ 4!+...+50! ?

a)l
b) 2
c)3
d) 4
e) 5

Gabarito - Aula 01
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O Principio Multiplicativo da contagem

Principio Multiplicativo: “Se uma decisdo di pode
ser tomada de x maneiras diferentes e se, uma
vez tomada a decisdo di, a decisdo dzpuder ser
tomada de y maneiras diferentes, entdo o
numero de maneiras de se ftomarem as decisdes
di e d2é dado pelo produto x.y"

Obs.: O Principio Multiplicativo pode ser
generalizado para mais de duas decisdes.

Exemplo:

Numa sala existem 2 garotas (Adriana e Cleide)
e 3 rapazes (Rodrigo, Saulo e Sandro). Quantos
casais diferentes podemos formar com essas 5
pessoase

Solucdo: Para formarmos um casal precisamos
agrupar 1 homem e 1 mulher, isto &, precisamos
fomaruma decisdo 1 que consiste na escolha de
um homem e tomar uma decis@o 2, que consiste
na escolha de uma mulher.

A decisdo 1 pode ser tomada de 3 maneiras
diferentes (existem 3 homens);

A decisdo 2 pode ser tomada de 2 maneiras
diferentes (existem 2 mulheres).

Logo, o nUmero total de casais é 3.2 = é.

I
EXERCIGIOS

PROPOSTOS

SR T
E' n =

1. (ESA) No Rancho de uma unidade militar hd
a opcdo de trés pratos de proteina (frango,
bife e ovo), frés pratos de
acompanhamento (farofa, arroz €
macarrdo) e dois pratos de sobremesa
(doce de leite e gelatina). Os militares
devem pegar apenas um item de cada
prato. Desta forma, podem-se montar
quantos tipos de refeicdes distintase

a) 10
b) 12
c) 14
d) 16
e) 18

2. (FAMENA) Camila vai escolher uma senha

para sua primeira conta bancdria. A senha
serd de seis campos, sendo que:

e 05 dois primeiros campos tém que ser
simbolos, iguais ou distintos, do conjunto
{#, &}

e 05 dois campos seguintes devem ser
elementos do conjunto {a, b, A, B}, iguais
ou distintos (note que aA constitui senha
diferente de AA); e

e 05 dois Ultimos campos devem ser
elementos do conjunto {0, 2, 4}, iguais ou
disfinfos.

Sendo assim, o maior nUmero de senhas
diferentes que Camila poderd escolher é
igual a

a) 144.
b) 288.
c) 576.
d) 524.
e) 432.

Andlise Combinatdria
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3. (UECE-CE) Quantos séo os nUmeros inteiros
positivos com frés digitos nos quais
aparecem apenas os algarismos 1, 3 e 5,
repetidos ou ndo, que sdo divisiveis por 52

a) 6.
b) 15.
c) 9.
d) 12.

4. (EEAR) Utilizando os algarismos de 1 a 9,
foram escritos nUmeros impares, de trés
algarismos distintos, de forma que nenhum
deles termine com 1. A quantidade desses
numeros &

a) 224
b) 264
c) 280
d) 320

5. (ENEM) Uma empresa construird sua pdgina
na internet e espera atrair um publico de
aproximadamente um milhdo de clientes.
Para acessar essa pdgina, serd necessdria
uma senha com formato a ser definido pela
empresa. Existem cinco opcdes de formato
oferecidas pelo programador, descritas no
quadro, em que "L" e "D" representam,
respectivamente, letra mailscula e digito.

Opgdo | Formato

I LDDDDD
| DDDDDD
1l LLDDDD

Y% DDDDD

\ LLLDD

As letras do alfabeto, entre as 26 possiveis,
bem como os digitos, entre os 10 possiveis,
podem se repetir em qualquer das opcdes.

A empresa quer escolher uma opcdo de
formato cujo nUmero de senhas distintas
possiveis seja superior ao nUmero esperado de
clientes, mas que esse numero ndo seja
superior ao dobro do nUmero esperado de
clientes.

A opcdo que mais se adéqua as condicdes
da empresa é

a) l.

b) Il.
c) L.
d) IV.
e) V.

6. (ENEM) Um banco solicitou aos seus clientes
a criacdo de uma senha pessoal de seis
digitos, formada somente por algarismos de 0
a 9, para acesso d conta-corrente pela
internet.

Entretanto, um especialista em sistemas de
seguranca eletrénica recomendou & direcdo
do banco recadastrar seus  usudrios,
solicitando, para cada um deles, a criagdo de
uma nova senha com seis digitos, permitindo
agora o uso das 26 letras do alfabeto, além
dos algarismos de 0 a 9. Nesse novo sistema,
cada letra mailscula era considerada distinta
de sua vers@o minuscula. Além disso, era
proibido o uso de outros tipos de caracteres.
Uma forma de avaliar uma alteracdo no
sistema de senhas € a verificacdo do
coeficiente de melhora, que é a razdo do
novo nUmero de possibilidades de senhas em
relacdo ao antigo.

O coeficiente de melhora da alteracdo
recomendada é

62°
108
62!
10!
62! 4!
c)

10! 56!
d) 62!-10!

e) 62% —10°

b)

7. (UFRGS - RS) Tomando os algarismos impares
para formar numeros com quatro algarismos
distintos, a quantidade de nUmeros divisiveis
por 5 que se pode obter é

a) 12
b) 14
c) 22
d) 24
e) 26

8. (UFPR-PR) Ana, Beatriz e Carlos escolhem
lugares para se sentar em uma mesa
hexagonal regular. Cada lugar corresponde
a um dos lados do hexdgono, que estdo
numerados de 1 a 6, conforme a figura ao




lado. Os lados 1 e 4 sdo considerados lados 1 0

opostos na mesa, assim como 2 e 5, e 3 € 6. (FUVEST - SP) Um aplicafivo  de

De quantas formas diferentes Ana, Beatriz e videoconferéncias estabelece, para cada
Carlos podem escolher oS |Ugc|res reUniao, um Cédlgo de 10 |eTrGS, usando um
numerados de modo que nenhum deles alfabeto completo de 26 lefras. A
fique sentado ao lado oposto do outro? quantidade de codigos distintos possiveis

estd entre

Note e adote:
logyp13 = 1114

1bilhdo = 10°

a) 10 bilhdes e 100 bilhdes.
4 e b) 100 bilhdes e 1 triihdo.

g; ;‘2- c) 1 trilh@o e 10 trilhdes.

) d) 10 trilhdes e 100 trilhdes.
c) 24. e) 100 trilhdes e 1 quatrilhdo
d) 12. ‘
e) 8.

9. (UEM - PR) As senhas de acesso aos caixas
eletronicos de um banco sdo compostas
por 3 pares ordenados de letfras latinas
maiusculas e minUsculas. Em cada par, a
primeira letra € mailscula, a segunda letra
€ minuUscula. Por exemplo, Yy-vu-Fd €
uma senha enquanto FG—rr—Km ndo é
uma senha. Em relacdo ao exposto,
considere as 26 letras do alfabeto latino e
assinale o que for correto.

01. H& 26° senhas distintas.
02. H& apenas 125 senhas distintas Gabarito — Aula 02
compostas somente por vogais.

04. Ha 21° senhas distintas nas quais, em -nnnnnﬂnﬂn
cada par, a primeira letra é aletra A, e n-ﬂuﬂun“m
@ segunda é Uma consoante. 3 O N O A

08. H& 105° senhas distintas nas quais, em
cada par, a primeira letra € uma vogal,
e a segunda é uma consoante.

16. H& 26° senhas distintas nas quais, em
cada par, as letras sGo as mesmas,
sendo a primeira mailscula, e a
segunda, minUscula.

Andlise Combinatdria
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O Principio Aditivo da contagem

Se X e Y sdo dois conjuntos com a e b elementos
respectivamente. Se para a escolha de um dos
elementos do conjunto X existem a possibilidades
e, para a escolha de um dos elementos do
conjunto Y existem b possibilidades, ent&o, para
a escolha de um elemento do conjunto X ou de
um elemento do conjunto Y existem a + b
possibilidades.

Exemplo:

Quantos nUmeros naturais pares, de 3 algarismos
distintos, podemos formar com os algarismos 0, 1,
2,3 e 4.

Solucdo: Observe que os nUmeros em questdio
devem terminar pelos algarismos 0, 2 ou 4,
obedecendo o fato do nUmero ndo poder
comecar pelo algarismo 0.

NUMEROS TERMINADOS EM “0":

1¢ Etapa: Para o algarimo das centenas temos 4
possibilidades (1 ou 2 ou 3 ou 4)
c D U

1]

=~

|
Fi

2% Etapa: Para o algarimo das dezenas femos 3
possibilidades, ou seja, qualquer um dos 5
algarismos, excetuando “0" e o que foi usado na
casa das centenas.

Entdo, o total de nUmero de nUmeros pares
terminados em “0" é:

NUMEROS TERMINADOS EM “2"

1% Etapa: Para o algarimo das centenas temos 3
possibilidades (1 ou 3 ou 4); perceba que o “0"
ncgo %odﬁ ocupar essa posicdo.

[ [ 2]

T
3

2° Etapa: Para o algarismo das dezenas temos 3
possibiidades ou seja, qualquer um dos 5
algarismos, excetuando “2" e o que foi usado na
casa das centenas.

c D wu
2 |

T

3 3

Entdo, o total de nUmero pares terminados em
“2” é: m

NUMEROS TERMINADOS EM “4"

19 Etapa: Para o algarimo das centenas temos 3
possibilidades (1 ou 2 ou 3); perceba que o “0"
ndo pode ocupar essa posicAo.

C D U
4

1\

3

2° Etapa: Para o algarimo das dezenas temos 3
possibiidades ou seja, qualguer um dos 5
algarismos, excetuando “4" e o que foi usado na
casa das centenas.

c D U
1

T 7

3 3

Entdo, o total de nUmero pares terminados em
b " A
4" é:

Observe, entdo, que no exercicio proposto, o
nUmero pode ser par desde que seu Ultimo
algarismo seja “0” ou “2" ou “4".

Portanto: 12 + 9 + 9 = 30 nOmeros possiveis



https://youtu.be/K4FIY4OkXRs

Atencdo: Nao é conveniente, neste caso,
tentar resolver o exercicio em uma sé etapaq,
pois, possivelmente detalhes importantes iriam
ser descartados, por exemplo: Quando o
algarismo “0" estiver na casa das unidades, ndo
haverd restrico na casa das centenas, porém se
o algarismo “2" ou “4" ocupar a Ultima casa,
haverd, entdo, restricdo na primeira casa.

O —
EXERCICIOS
PROPOSTOS

1 . (FUVEST-SP) Atualmente, no Brasil, coexistem
dois sistemas de placas de identificacdo de
automodveis: o padrdo Mercosul (o mais
recente) e aquele que se iniciou em 1990 (o
sistema anterior, usado ainda pela maioria
dos carros em circulacdo). No sistema
anterior, utilizavam-se 3 letras (em um alfabeto
de 26 lefras) seguidas de 4 algarismos (de 0 a
9). No padrdo Mercosul adotado no Brasil
para automodveis, sGo usadas 4 letras e 3
algarismos, com 3 letras nas primeiras 3
posicoes e a quarta lefra na quinta posicdo,
podendo haver repeticdes de letras ou de
numeros. A figura ilustra os dois tipos de
placas.

padrédo Mercosul

BRASIL <

o LLLNLNA

L - letra

sistema anterior
-— -
UF - CIDADE @

LLL-NNNN |

W N - nimero

Dessa forma, o niUmero de placas possiveis do
padrdo Mercosul brasileiro de automdveis é
maior do que o do sistema anterior em

a) 1,5 vezes.
b) 2 vezes.
c) 2,6 vezes.
d) 2,8 vezes.
e) 3 vezes.

2. (ENEM) Um modelo de telefone celular

oferece a opcdo de desbloquear a tela
usando um padrdo de toques como senha.

Os toques podem ser feitos livremente nas 4
regidoes numeradas da fela, sendo que o
usudrio pode escolher entre 3, 4 ou 5 toques
ao fodo.

Qual expressdo representa o nimero total de
cddigos existentes?

a) 4°-4% 43
b) 4% +4% +4°
c) 45 x4* <48
d) an°

e) 4°

3. ( IFAL — AL ) Em uma civilizagdo antiga, o
alfabeto tinha apenas trés lefras. Na
linguagem dessa civilizagdo, as palavras
finham de uma a quatro letras. Quantas
palavras existiam na linguagem dessa
civilizacdo?

a) 4.

b) 12.
c) 16.
d) 40.
e) 120.

Andlise Combinatdria
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4.

(VUNESP - SP ) Um turista, em viagem de férias
pela Europa, observou pelo mapa que, para
irda cidade A d cidade B, havia trés rodovias
e duas ferrovias e que, para ir de B até uma
outra cidade, C, havia duas rodovias e duas
ferrovias. O nUmero de percursos diferentes
que o turista pode fazer para ir de A até C,
passando pela cidade B e utilizando rodovia
e frem obrigatoriamente, mas em qualquer
ordem, é:

a) 9

b) 10
c) 12
d) 15
e) 20

(UNICAMP - SP) Jodo tem uma camisa azul,
uma camisa vermelha, uma camisa preta,
uma camisa branca e uma camisa rosa. Ele
também tem uma calca azul, uma calca
preta e uma calca branca. Ele nunca usa a
camisa da mesma cor que a calca. De
quantas formas Jodo pode se vestir?

a) 10.
b) 11.
c)12.
d) 13.

(UNIFOR) O Mundo Unifor € o maior evento
de disseminacdo cientifica, cultural, artistica
e de humanidades da regido Nordeste
promovido pela Universidade de Fortaleza.
De 18 a 23 de outubro, a Universidade de
Fortaleza realizou a 10 edicdo do Mundo
Unifor. O tradicional evento reuniu arte,
ciéncia e inovacdo com programacdo
gratuita aberta ao publico. Suponha que os
codigos de inscricdo de uma parcela dos
inscritos no evento sejam nUmeros inteiros de
frés algarismos que satfisfazem
simulfaneamente as seguintes condicoes:

¢ menor que 800;

* maior que 199;

* possuir todos os digitos distintos;

* ser par.

A guantidade de inscritos cujos cddigos de
inscricdo satisfazem as condicdes acima é

a) 200.
b) 216.
c) 232.
d) 300.
e) 320.

7. (UEPG - PR) Com os algarismos 0, 2,3, 4,5, 6,8

e 9 podem ser formados n nUmeros de 3
algarismos distintfos € m nUmeros de 4
algarismos distintos.

Nesse contexto, assinale o que for correto.

01. m é maior que 1.500.

02. n € menor que 300.

04. Dos n nUmeros de 3 algarismos distintos,
186 sdo pares.

08.Dos m nUumeros de 4 algarismos distintos,
540 sdo impares.

16. Dos N nUmeros de 3 algarismos distintos,
120 sdo divisiveis por 5.

(UFSCAR) Ana tem um cartdo com uma

senha de 4 digitos. Certo dia, ao tentar
realizar uma compra, ela se esqueceu da
senha, porém lembra que

- sua senha tem exatamente um digito 1;

- sua senha tem exatamente dois digitos 3;

- o digito 1 nGo é sucedido imediatamente
por um digito 3.

Supondo que Ana escreva fodas as
possiveis senhas que cumprem essas
condicdes, quantas sdo as possibilidades
de senha que ela escreverd?

a) 48.
b) 58.
c) 68.
d) 78.




a) 152

b) 504

c) 84

9. (UEM - PR) Seja A o seguinte conjunto de d) 200
nUmeros naturais: A ={1, 2, 4, 6, 8}. Assinale o e) 160

qgue for correto.

01. Podem ser formados exatamente 24
nUmeros impares com 4 algarismos
escolhidos dentre os elementos do
conjunto A.

02. Existem exatamente 96 nUmeros de 5
algarismos formados com elementos
distinfos de A e fterminados com um
algarismo par.

04. Podem ser formados exatamente 64
numeros pares de 3 algarismos com
elementos do conjunto A.

08. Existem exatamente 3.125 nUmeros
menores do que 100.000 formados com
elementos do conjunfo A.

16. Podem ser formados exatamente 49
nimeros menores do que 350 com
elementos distinfos do conjunto A.

1 0. (UDESC - SC ) E cada vez mais frequente o
uso de dispositivos mdveis tais como tablets
e smartphones na readlizacdo das mais
variadas atividades do dia a dia, tais como
se relacionar, acessar noticias, trabalhar,
realizar transacdes bancdrias, etc. Diante
disso também existe uma crescente
preocupacdo com a seguranca e d
privacidade nesses dispositivos. Dentre as
opcdes de seguranca, uma ferramenta Gabarito - Aula 03
muitfo utilizada sdo os padrdoes de

movimento, que sdo senhas formadas pela -nnnnnnnn
ligacdo de pontos por meio de toque na
tela destes aparelhos. De modo geral sdo %EEEEEEEE

nove pontos distribuidos em trés linhas com
frés pontos em cada linha, como mostra a
Figura 6.

o

Andlise Combinatdria

igura 6

igura7

Nestas condicdes, se a ligacdo enfre os
pontos se der sempre por dois pontos
adjacentes, conforme exemplo dado na
Figura 7, a quantidade de senhas formadas
por exatamente trés pontos diferentes é:
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ANALISE COMBINATORIA
ARRANJOS E COMBINAGOES

(1)

ASSISTA A VIDEO AULA

1. Nogoes Iniciais
Considere o conjunto A ={1, 2, 3, 4, 5}. Obter:

a) todos os pares ordenados da forma (x; y) com
2 elementos distintos a partir do conjunto A:

(1,2); (1.3); (1. 4); (1,5); (2 1); (2, 3); (2, 4); (2. 5);
(3,1); (3,2); (3, 4); (3,5); (4,1); (4, 2); (4, 3); (4. 5);
(5. 1); (5. 2); (5. 3); (5. 4).

b) todos os subconjuntos de 2 elementos:

{1, 2y {1, 3% {1, 45 {1, 5} {2, 3}; {2, 4}, {2, 5}, {3, 4},
{3. 5} {4, 5}

Note que esses agrupamentos (item “a” e “b" se
diferem basicamente num aspecto de
fundamental importdncia: A ordem em que
cada elemento é escrito.
Observe que no primeiro caso, a ordem em que
sdo escritos os elementos é levado em conta,
pois se trata da formacdo de pares ordenados.
(a, b) # (b, a)
J& no segundo caso, a ordem em que sdo
escritos os elementos ndo é levado em contaq,
pois se trata agora, da formacdo de
subconjuntos.
{a, b} ={b, a}
Os agrupamentos do item a, ou seja, os pares
ordenados, sdo denominados arranjos simples.
No caso acima, os pares ordenados formados
s@o arranjos de 5 elementos tomados 2 a 2 e

2
indicados por: A5 OUA;, .

Os agrupamentos do item b, ou seja, os
subconjuntos, sdo denominados combinacoes
simples. No caso acima, os subconjuntos

formados s@o combinacdes de 5 elementos
tomados 2 a 2 e indicados por: C; ou Cy,.

Observacdo: Quando dizemos Arranjos Simples
ou Combinacodes Simples, significa dizer, que os

agrupamentos sdo formados com elementos
distintos do conjunto A

2. Arranjos Simples

2.1. Definigao

Considere  um conjunto com n elementos
distintos A = {a,,0,.05.....0, } .
Arranjos Simples de n elementos ftomados p a p

sdo sequéncias formadas por p (p < n) elementos
distintos de A.

Notacaes: AL ou Anp

2.2. Cdlculo do nimero de arranjos
simples

n!
(n-p)!

AR =Anp =

Resultados Imediatos:

Al =1 Al =n AN =nl

3. Combinag¢oes Simples
3.1. Definicao

Considere  um conjunto com n elementos
distintos {01,02,03 ..... on}

Combinacdes Simples de n elementos tomados

p a p sdo subconjuntos formados por p (p < n)
elementos distintfos de A.

Notagdes: C,ouC,

3.2. Cdlculo do nimero de combinagoes

simples
AP n!
cp="n ou |CP=C =—"
"ol " " (n-p)lp!

Resultados Imediatos:

cl =1 Cl=n Ch=1



https://youtu.be/74Za34aH_W4

1) As 5 finalistas do concurso para Miss Universo
sdo: Miss Brasil, Miss EUA, Miss Austrdlia, Miss
Filipinas e Miss Venezuela. De quantas formas
os juizes poderdo escolher os trés primeiros
lugares neste concurso?

I —
EXERCGICIOS

PROPOSTOS

NG - ' i
E' [ =
7 L‘/:; x

1 « (ENEM) Doze times se inscreveram em um

torneio de futebol amador. O jogo de
abertura do torneio foi escolhido da seguinte
forma: primeiro foram sorteados 4 times para

“.m . 44

Podemos dizer que cada resultado é uma
sequéncia da forma (12 lugar, 22 lugar, 32
lugar). Por exemplo, (Brasil, EUA, Austrdlia),
(EUA, Filipinas, Venezuela), (Austrdlia, Brasil,
Japdo), etc. EntGdo o total de sequéncias
procurado é:

5| 5432 _

A= = 60
537 (5-3)1 21 '

compor o Grupo A. Em seguida, entre os times
do Grupo A, foram sorteados 2 times para
realizar o jogo de abertura do torneio, sendo
gue o primeiro deles jogaria em seu préprio
campo, e o segundo seria o time visitante.

A quantidade total de escolhas possiveis para
o Grupo A e a guantidade total de escolhas
dos times do jogo de abertura podem ser
calculadas através de

Ratificando que usamos arranjo visto que a
ordem que escolhemos os elementos é

a) uma combinacdo e um  arranjo,
relevante.

respectivamente.
b) um arranjo e uma combinacdo,
respectivamente.
2) Quantos sucoss, confendo exatamente 3 P . ~
: c) um arranjo e uma permutacdo,
frutas, podemos formar se dispomos de 8 .
respectivamente.

frutas diferentes?

Vamos supor que as nossas 8 frutas sejam
A,B,C.D,E,F,G e H. Um possivel suco é dado
pelo grupo ABC; uma outra pelo grupo ABD.
Veja ainda que a vitamina ACB é a mesma
que a vitamina ABC, pois € irrelevante a

d) duas combinacoes.
e) dois arranjos.

2. (ENEM) Como ndo sdo adeptos da prdtica
de esportes, um grupo de amigos resolveu
fazer um ftforneio de futebol utilizando
videogame. Decidiram que cada jogador
joga uma Unica vez com cada um dos
outros jogadores. O campedo serd aquele
gue conseguir o maior nimero de pontos.
Observaram que o nUumero de partidas
jogadas depende do niUmero de jogadores,
como mostra o quadro:

Andlise Combinatdria

ordem em que as frutas sGo colocadas no Quantidadede | , | 5 | , |5 5 7

liguidificador. Isto  significa que cada l°?°¢'°“‘-“

vitamina pode ser considerada como um Nomero de |, |5 |5 |49 |15 | 21
partidas

subconjunto de 3 elementos, isto &, uma
combinacdo de 3 elementos. O total entdo

|
8! 56,

é dado por Cgs = m

Se a quantidade de jogadores for 8, quantas
partidas serdo realizadas?
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a) 64
b) 56
c) 49
d) 36
e) 28

3. ( PUC - SP ) Admita que certa cidade
brasileira tenha 8 canais de TV aberta,
todos com transmissdes didrias. Se uma
pessoa pretende assistir trés dos oitfo canais
em um mesmo dia, ela pode fazerisso de x
maneiras  diferenfes sem levar em
consideracdo a ordem em que assiste os
canais, e pode fazer de y maneiras
diferentes levando em consideracdo a
ordem em que assiste os canais. Sendo
assim, y —x é igual a

a) 112
b) 280
c) 224
d) 56

e) 140

4. (UEG - GO) Uma comissdo serd composta
pelo presidente, tesoureiro e secretdrio.
Cinco candidatos se inscrevem para essa
comissdo, na qual o mais votado serd o
presidente, o segundo mais votado o
tesoureiro e o menos votado o secretdrio.

Dessa forma, de quantas maneiras possiveis
essa comisséo poderd ser formada?

a) 120
b) 60
c) 40
d) 20
e) 10

o

(INTEGRADO MEDICINA) Dado 12 pontos
distintos inscritos em uma circunferéncia.
Quantas possibilidades distintas temos, para
formar um quadrildtero usando 4 destes 12
pontos?e

a) 210.
b) 345.
c) 415.
d) 495.
e) 720.

6. ( UFJF = MG ) Em uma festa havia 21 pessoas
presentes. Ao chegarem, cumprimentaram
com um aperto de mdo uma Unica vez
cada uma das outras pessoas. Quantos
apertos de mdo ocorreram ao todo?

Q)42 b)84 c)105 d)210 e)420

7. (ENEM) O ténis € um esporte em que a
estratégia de jogo a ser adotada depende,
entre outros fatores, de o adversdrio ser
canhoto ou destro. Um clube tem um grupo
de 10 tenistas, sendo que 4 sdo canhotos e 6
sdo destros. O técnico do clube deseja
realizar uma partida de exibicdo enfre dois
desses jogadores, porém, ndo poderdo ser
ambos canhotos.

Qual o numero de possibilidades de escolha
dos tenistas para a partida de exibicdo?

10! 41

2Ix 8! 2Ix 2!

8. (UERJ - RJ) Em uma reunido, trabalhadores
de uma indUstria decidiram fundar um
sindicato com uma diretoria escolhida entre
tfodos os presentes e composta por um
presidente, um vice-presidente e um
secretdrio. O numero total de possibilidades
de composicdo dessa diretoria é frinta vezes
0 nUmero de pessoas presentes nessa
reunido.

O nUmero de trabalhadores presentes é:

a) 13
b) 11
c)9
d)7




10 (ESPCEX) Dado um dodecaedro regular,

exatamente, quantas retas ligam dois de
seus vértices mas ndo pertencem a uma

9. (ENEM) Considere o seguinte jogo de mesma face desse dodecaedro?
apostas:
Numa cartela com 60 nUmeros disponiveis, a) 60
um apostador escolhe de 6 a 10 nUmeros. b) 100
Dentre os nUmeros disponiveis, seréo c) 130
sorteados apenas 6. O apostador serd d) 160
premiado caso os é nUmeros sorteados e) 190

estejam entre os nUmeros escolhidos por ele
numa mesma cartela.

O quadro apresenta o preco de cada
cartela, de acordo com a quantidade de
numeros escolhidos.

Quantidade de
, . Preco da cartela
numeros escolhidos em (RS)
uma cartela
6 2,00
7 12,00
8 40,00
9 125,00
10 250,00

Cinco apostadores, cada um com R$500,00
para apostar, fizeram as seguintes opcdes:

- Arthur: 250 cartelas com 6 nUmeros
escolhidos;

- Bruno: 41 cartelas com 7 nUmeros escolhidos
e 4 cartelas com 6 nUmeros escolhidos;

- Caio: 12 cartelas com 8 nUmeros escolhidos
e 10 cartelas com é numeros escolhidos;

- Douglas: 4 cartelas com 9 numeros
escolhidos;

- Eduardo: 2 cartelas com 10 nUmeros
escolhidos.

Os dois apostadores com maiores
probabilidades de serem premiados sao

a) Caio e Eduardo. | 0]112/3/4[5[¢6]7 /819
b) Arthur e Eduardo. (0| |A|E[B|B|D|D|A|D|A]
c) Bruno e Caio. (sl [ [ [ [ I | [ [ |

d) Arthur e Bruno.
e) Douglas e Eduardo.

Gabarito - Aula 04
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ANALISE COMBINATORIA

ARRANJOS E COMBINAGOES
()

ASSISTA A VIDEO AULA

Temos agora uma aula para aprofundamento
do conteldo visto na Ultima aula. Abaixo segue
um resumo do que foi estudado.

Arranjos simples
Agrupamentos que diferem:

e Pela natureza dos elementos

componentes:
e Pela ordem dos elementos:

P_ _ n!
" (n-p)!

Combinagoes

Esses agrupamentos diferem apenas pela
natureza dos elementos componentes, mas ndo
diferem pela ordem

o B n!
0o " {0 o)l

G —
EXERCICIOS
PROPOSTOS

—
°

(FUVEST - SP) Um professor precisa elaborar
uma prova multidisciplinar que consta de
duas questdes de Matemdtica e seis de
Fisica. Ele deve escolher questdes de um
banco de dados que contém trés questoes
de Matemdtica e oito de Fisica. O nUmero
de provas distintas possiveis, sem levar em
contfa a ordem em que as questoes
aparecem, é:

a) 42
b) 54
c) 62
d) 72
e) 84

2. (UPF - RS) Uma clinica médica ortopédica
conta com equipe interdisciplinar para
atendimento com 3 fisioterapeutas, 5
fraumatologistas e 4 enfermeiros. Nos finais
de semana, sdo organizados plantdes de
atendimento. As equipes de plantdo
deverdo ser constituidas por 1 fisioterapeutaq,
2 traumatologistas e 2 enfermeiros. O
nUmero de equipes de plantdo que podem
ser formadas é:

a) s

b) 180
c) 12
d) 60
e) 19

3. (ENEM) Uma pessoa produzird uma fantasia
utilizando como materiais: 2 tipos de tecidos
diferentes e 5 fipos distinfos de pedras
ornamentais. Essa  pessoa tem 4  sua
disposicdo 6 tecidos diferentes e 15 pedras
ornamentais distintas.

A quantidade de fantasias com materiais



https://youtu.be/ibKLVZw6Kuo

diferentes que podem ser produzidas é
representada pela expressdo

6! 15!
a) — - ——
4121 10!5!
6! 15! 6 (PUC - SP) Em um restaurante, o cliente deve
o) 2121 T o151 montar seu prato escolhendo um tipo de
6! 15! grelhado, entre carne, frango ou peixe, e dois
c) 5+? ingredientes de salada, entre alface, tomate,
6.' 15; pepino e cenoura. A sobremesa também
d —. = compode o prato e é sempre uma salada de
2! 5! frutas, exceto se o cliente escolher alface
o) 21 entre os ingredientes de salada. Nesse caso,
714! para a sobremesa, ele pode escolher entre

saloda de frutas ou sorvete. O nUmero de

) o diferentes pratos que podem ser montados é:
4. Considere 5 pontos distintos sobre uma reta

r e 4 pontos distintos sobre uma reta s, de a) 27 b)24 c)21 d)18 e) 30
forma que r seja paralela a s. O nUmero de

tridngulos com vértices nesses pontos é igual 7 Com cinco médicos e sete enfermeiros
L] ’

< devem-se formar equipes com 5 desses
a) 10 profissionais. Se em cada equipe deve fer,
b) 12 pelo menos, um médico e um enfermeiro, o
c) 20 nUmero de equipes distintas que podem ser
d) 50 formadas é:
e) 70 a) 35
b) 175
5. (UEPG - PR ) Um grupo de profissionais & c) 210
formado por seis advogados e oito d) 350
e) 770

engenheiros. Considerando que serdo
formadas comissdes com cinco destes

profissionais, assinale o que for correto. 8. (ENEM) Uma montadora de automdveis

divulgou que oferta a seus clientes mais de
1.000 configuracoes diferentes de carro,
variando o modelo, a motorizagdo, o0s
opcionais e a cor do veiculo. Atualmente, ela
oferece 7 modelos de carros com 2 tipos de
motores: 1.0 e 1.6. J& em relacdo aos
opcionais, existem 3 escolhas possiveis: central
multimidia, rodas de liga leve e bancos de
couro, podendo o cliente optar por incluir um,

01. Podem ser formadas menos que 55
comissdes sem nenhum advogado.

02. Em 420 dessas comissdes apenas um
advogado participa.

04.Em 1946 dessas comissoes pelo menosum
advogado participa.

08. Podem ser formadas 120 comissdes com
apenas um engenheiro.

16. Podem ser formadas mais de duas mil dois, trés ou nenhum dos opcionais
comissdes distintas.

disponiveis.

Para ser fiel a divulgacdo feita, a quantidade
minima de cores que a montadora deverd
disponibilizar a seus clientes é

Andlise Combinatdria

a) 8.
b) 9.
c)11.
d) 18.
e) 24.




9. ( PUC - PR ) No jogo da Mega Sena, um

apostador pode assinalar entre 6 e 15
numeros, de um total de 60 opcdes
disponiveis. O valor da aposta é igual a
R$ 2,00 multiplicado pelo nimero de
sequencias de seis nUmeros que sdo
possiveis, a partir daqgueles nUmeros
assinalados pelo apostador.

Por exemplo: se o apostador assinala 6
numeros, tem apenas uma sequencia
favordvel e paga R$ 2,00 pela aposta. Se o
apostador assinala 7 nUmeros, tem sete
sequencias favordveis, ou seja, é possivel
formar sete sequencias de seis nUmeros a
partir dos sete numeros escolhidos. Neste
caso, o valor da aposta é R$ 14,00.

Considerando que se frata de uma
aplicacdo de matemdtica, sem apologia a
qualguer tipo de jogo, assinale a Unica
alternativa CORRETA.

a) A aposta méxima custard R$ 5.005,00.

b) Uma aposta com 14 nUmeros assinalados
custard entre R$ 3.000,00 e R$ 3.050,00.

c) Apostar dois cartdes com dez niUmeros
assinalados, ou cinco cartdes com nove
numeros  assinalados, sdo  opcdes
equivalentes em termos de custo e de
chance de ser ganhador do prémio
mdaximo.

d) O custo de uma aposta com 12 nUmeros
assinalados serd inferior a R$ 1.830,00. .

e) Apostar um cartGo com 13 nUmeros Gabarito — Aula 05
assinalados custard o dobro da aposta de

um cartdo com 12 nUmeros assinalados. -nnnﬂnnn
(0| |E/B|AE[30/A|E B|C|
1 0. (OBMEP) Um professor de educacdo fisica nn---------

precisou escolher, dentre seus alunos, uma
equipe formada por dois meninos € uma
menina ou por duas meninas € um menino.
Ele observou que poderia fazer essa
escolha de 25 maneiras diferentes.
Quantos meninos € meninas sdo alunos
desse professor?

Andlise Combinatdria

a5 b)7 c)9 d)10 e)25




O termo permutacdo é bastante sugestivo e
neste sentido o que iremos fazer nesta aula é,
essencialmente, permutar (trocar) as posicoes
de elementos de um conjunto dado.

Definigao: “Seja E um conjunfto com n
elementos, isto é  E={q0,q,,0;...0,}.
Chamamos de Permutagdo Simples dos n

elementos de E a qualguer sequéncia formada
pelos n elementos distintos de E.”

Notagdo: Pn
Cdlculo:| P, =n(n-1).(n-2).(n-3).... .2.1
Ou Pn =n!

O que sdo Anagramas?

Anagrama é uma espécie de jogo de
palavras, resulfando do rearranjo das lefras de
uma palavra ou expressdo para produzir outras
palavras ou expressoes, utilizando todas as letras
originais exatamente uma vez.

Eis abaixo, anagramas da palavra ROMA

AMOR | MAOR | OAMR | ROMA
AMRO | MARO | OARM | ROAM
AROM | MRAO | ORMA | RAOM
ARMO | MROA | ORAM | RAMO
AOMR | MORA | OMAR | RMAO
AORM | MOAR | OMRA | RMOA

Com relacdo aos anagramas da palavra
LIVRO, calcule:

a. O total de anagramas;

b. O total de anagramas que comecam com a
letra R;

c. O fotal de anagramas que apresenta as
vogais juntas.

Solucdo

a) Um anagrama da palavra LIVRO é qualquer
sequéncia, com ou significado, das 5 letras
dessa palavra. Podemos listar alguns desses
anagramas:

LOVRI, OILVR, LIVRO, ROLIV, etc.

Fica claro entdo que cada anagrama € umda

permutacdo das 5 letras. O total é dado por

P, =51=120.

b) Como os anagramas devem comegar pela
letra R, vamos fixd-la na primeira casa.
Fazendo isso, & fdcil ver que as 4 letras
restantes podem ocupar as 4 Ultimas casas.
Temos assim a permutacdo de 4 lefras, cujo

fotal é P, = 41=24 .

c) Vamos listar alguns dos anagramas que nos
interessam:

O fundamental nesse exercicio é perceber que
as vogais | e O, juntas, “funcionam” como se
fossem um Unico “objeto” que froca de ordem
com os demais “objetos” L, V e R (note que nos
exemplos listados acima o objeto IO ocupou a
segunda posicdo, depois a primeira, a terceira e
a quarta posicdo, respectivamente). Temos
assim a permutacdo de 4 elementos, cujo total é
P, =24.

No entanto, esse raciocinio foi feito apenas para
as vogais juntas e na ordem I0. Como ndo foi
estipulada a ordem em que as vogais devem
ficar juntas, devemos considerar também
considerar a ordem Ol. Neste caso, é evidente
que oresultado também serd 24. Logo, o total de
anagramas que apresenta as vogais juntas é
24 + 24 = 48 ou P2.P4

Andlise Combinatdria



https://youtu.be/PQuO-ve5vbY

] *
EXER@D@D@@ 4 ( ESPM ) O nUmero de anagramas da
palavra COLEGA em que as lefras L, E e G
aparecem juntas em qualquer ordem é igual

PROPOSTOS <

a) 72
b) 144

4 e = c) 120
d) 60
- e) 24

1 . Assinale a opcdo que contém o niUmero de

2

~

anagramas da palavra APRENDIZ. 5. (ACAFE - SC) Um grupo de seis amigos,

sendo dois meninos e quatro meninas, estdo
a) 40300 comemorando a formatura do Ensino
b) 40320 Médio. O fotégrafo solicitou ao grupo que se
c) 40330 sentasse em um banco de seis lugares e que
d) 40340 0s meninos se sentassem nas extremidades
e) 40350 do banco. Com essa configuracdo, o

nUmero de maneiras distintas que o grupo

2. (ENEM) Eduardo deseja criar um e-mail pode se sentar e de:

utilizando um anagrama exclusivamente a) 720
com cas sefe lefras que compdem o seu
. b) 24
nome, antes do simbolo @ .
. , . c) 48
O e-mail terd a forma *******@site.com.br e d) 120

serd de tal modo que as trés letras “edu”
aparecam sempre juntas e exatamente
nessa ordem.

Ele sabe que o e-mail eduardo@site.com.br
jé foi criado por outro usudrio e que qualquer

outro agrupamento das letras do seu nome 6. INTEGRADO MEDICINA) Deseja-se fazer uma

forma um e-mail que ainda ndo foi . N
a foto de sete estudantes sentados, porém trés
cadastrado. .
deles devem estar sempre juntos na foto. O
niUmero de maneiras diferentes que eles
podem sentar-se é

De quantas maneiras Eduardo pode criar
um e-mail desejado?

a) 59 a) 24

b) 120
b) 60

c) 480
c) 118

d) 720
a 119 e) 5040
e) 120

7. (UNICAMP — SP) Cinco pessoas devem ficar
em pé, uma ao lado da outra, para tiraruma
fotografia, sendo que duas delas se recusam
a ficar lado a lado. O nUmero de posicoes
distinfas para as cinco pessoas serem

Determine o numero de anagramas

formados com a palavra PUBLICO que
comece e termine por consoante € de

Andlise Combinatdria
90

g; fgjg fotografadas juntas é igual a
c) 720 a) 48
d) 240 b) 72

c) 96
d) 120




8. (FGV — SP) O nUmero de anagramas da

palavra COMUM nos quais as duas lefras M
ndo aparecem juntas é

a) 18
b) 24
c) 36
d) 48
e) 60

9. (ESPM) Escrevendo-se todos os anagramas

da palavra PORTA em ordem alfabética, a
posicdo ocupada pela palavra PRATO é a:

a) 60°
b) 61°
c) 62°
d) 63°
e) 64°

1 0. (UEPG - PR) Em rela¢cdo aos anagramas da
palavra PRONTA, assinale o que for correto.

0T1. 120 desses anagramas iniciam com P.

02. Em 240 desses anagramas as letras P e
R permanecem juntas.

04. Colocando-se todos os possiveis
anagramas em ordem alfabética, a
palavra PRANTO ocupa a posicdo 434.

08. 24 desses anagramas iniciam com P e
ferminam com A.

16. Em 144 desses anagramas todas as
consoantes ficam juntas

Gabarito — Aula 06

| 10 [1]2]3[a/5]6]7]/8 9
0/ |B/D|/B/B/C/D/B|C|C|
HEINN .
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AUIL/A @7/

PERMUTAGOES COM

ELEMENTOS REPETIDOS

ASSISTA A VIDEO AULA

Ei‘ .

Permutagoes com elementos repetidos

Até agora trabalhamos com permutacoes
simples, onde ndo hd repeticGo de elementos
(elementos distintos). Mas, vamos supor que seja
dado um grupo de n elementos, sendo que um
desses elementos apareca o vezes, outro
elemento apareca B vezes, um outro elemento
apareca d vezes e assim por diante. O nUmero de
permutacdes desses n elementos serd a divisdo
do fatorial do nUmero total n de elementos pelo
produto dos fatoriais dos nUmeros de vezes que
cada elemento aparece (jd que as trocas de
posicoes entre elementos iguais ndo resulfam em
uma nova permutacdo). Entdo:

aB.6... — n!
4 al.pl.é!

1) Quantos s@do os anagramas da palavra
BATATA.

Solucdo:
A palavra BATATA possui 6 letras, sendo que 3 sdo
iguais a A e 2 iguais a T. Logo:

|
pz_ 8 o
s 3121

2) A Figura representa o mapa de uma cidade
ficticia na qual hd nove ruas na diregdo vertical
e cinco ruas na dire¢cdo horizontal. Para ir do
ponto A até o ponto B, os deslocamentos
permitidos sGo sempre no senfido Oeste-Leste
(D) e/ou Sul-Norte (C), como exemplificado na
Figura abaixo, respectivamente, pelas letras D

(direita) e C (para cima). Nestas condicoes
existem quantos caminhos diferentes para ir do
ponto A até o ponto B2

ch

o) - = i

D D D c

Je 1T 7

A D D
Solucdo:

Note que para ir do ponto A até o ponto B tem-
se 12 passos (8D + 4C)

Entdo, cada trajetdria possivel, € uma sequéncia
de 12 elementos sendo “8D" e “4C".
12!

. 8,4 = —_ =
Logo: Pi3 Y 495

Permutacgao Circular

C B A D
\B@DH "TAOC ANDQB ‘ "CQA
A D C B

Permutacdo circular € um  tipo
de permutacdo composta por um ou
mais conjuntos em ordem ciclica. Ocorre
guando temos grupos com n elementos distintos
formando uma circunferéncia.

A quantidade de permutacdes circulares
de um conjuntos com n objetos (distintos) é o
nUmero de maneiras de colocd-los ao redor de
um circulo, de forma que disposicoes que
coincidam pela aplicacdo de uma rotacdo
sejam consideradas iguais. O numero de
permutacdes circulares de n objetos é dado pela
formula:

a=%=“Qj”=m4y

De guantas maneiras podemos organizar uma
roda com 5 criangas?e

e Sy

r"‘

Solucdo: P =41=24



https://pt.wikipedia.org/wiki/Permuta%C3%A7%C3%A3o
https://pt.wikipedia.org/wiki/Conjunto
https://pt.wikipedia.org/wiki/Ordem_c%C3%ADclica
https://youtu.be/fvcv8YZqUNs

G —
EXERCGICIOS
PROPOSTOS

(UNISINOS) Um anagrama e uma palavra ou
frase formada pela permutacdo das letras
de outra palavra ou frase. Um exemplo € o
nome da personagem lracema, anagrama
de Ameérica, no romance de Jose de
Alencar. Quantos anagramas distinfos
podemos formar com a palavra MEDICINA?

a) 36

b) 2.520
c) 5.040
d) 20.160
e) 40.320

2. ( UNIOESTE - PR ) Quantas palavras podemos

formar, independente se fenham senfido ou
ndo, com as 9 letras da palavra BORBOLETA?

a) 81 440.
b) 90 720.
c) 362 880.
d) 358 140.
e) 181 440.

3. ( UPF = RS ) Na figura a seguir, as linhas
horizontais e verticais representam ruas e os
quadrados representam quarteirdes. A
qguantidade de trajetos de comprimento
minimo ligando A a B é:

B
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AC

a) 40 320
b) 6720
c) 256

d) 120
e) 56

4. ( IBMEC - RJ ) O nUmero de anagramas que
podem ser formados com as letras de

PAPAGAIO, comecando por consoanfe e
terminando por O, é igual a:

a) 120.
b) 180.
c) 240.
d) 300.
e) 320.

5. (ENEM) Nos livros Harry Potter, um anagrama

do nome do personagem “TOM MARVOLO
RIDDLE" gerou a frase “I AM LORD
VOLDEMORT".
Suponha que Harry quisesse formar todos os
anagramas da frase “I AM POTIER”, de tal
forma que as vogais e consoantes
aparecessem sempre intercaladas, e sem
considerar o espacamento entre as letras.

Nessas condicdes, o niUmero de anagramas
formados € dado por

a) 9!
b) 415!
c) 2x415!

6. (UFRGS - RS) Um aplicativo de transporte
disponibiliza em sua plataforma a
visualizacdo de um mapa com  ruas
horizontais e verticais que permitem realizar
deslocamentos partindo do ponto A e
chegando aco ponfo B, conforme
representado na figura abaixo.

B
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O nUmero de menores caminhos possiveis que
partem de A e chegam a B, passando por C,
é

a) 28
b) 35
c) 100
d) 300
e) 792

7. (UFPR - PR) Considere o conjunto S de todas

as sequéncias de 5 letras formadas com as
vogais A, E, I, O e U que satisfazem
simultaneamente as duas regras abaixo: |. O
numero de letras A é igual ao nUmero de
letras E. Il. O nUmero de letras O é igual ao
nimero de letras U. Por exemplo, as
sequéncias UOIOU, AEIOU e IAEIl satisfazem
as duas regras acima, enquanto AAEEE ndo
satisfaz a primeira regra e 1010 ndo satisfaz
a segunda. Quantos elementos distintos
pOssuUi 0 conjunto S$2

Q)243 b)221 c)180 d)125 e)120

8. (ENEM) Uma familia composta por sete

pessoas adultas, apds decidir o itinerdrio de
sua viagem, consultou o site de uma empresa
aérea e constatou que o voo para a data
escolhida estava quase lotado. Na figura,
disponibilizada pelo site  as  poltronas
ocupadas estdo marcadas com X e as Unicas
poltronas disponiveis sdo as mostradas em
branco.

MXXXN  XXXROXXXXEX
XXX XOXXRXREON]| [©)
XXXXX XXXXXXOXXX
HXXXN HXXXOXXRXXOX)
XXX XXXXXOXXXX) @
O e e 4 S I

O nUmero de formas distintas de se acomodar
a familia nesse voo é calculado por

(ENEM) Trés amigos, André, Bernardo e
Carlos, moram em um condominio
fechado de uma cidade. O quadriculado
representa alocalizacdo dasruas paralelas
e perpendiculares, delimitando quadras
de mesmo tamanho nesse condominio, em
gue nos pontos A, B e C estdo localizadas
as casas de André, Bernardo e Carlos,
respectivamente.

Interbits®

André deseja deslocar-se da sua casa até
a casa de Bernardo, sem passar pela casa
de Carlos, seguindo ao longo das ruas do
condominio, fazendo sempre
deslocamentos para a direita (—) ou para

cima (1), segundo o esquema da figura.

O nUmero de diferentes caminhos que
André poderd utilizar para realizar o
deslocamento nas condicdes propostas é

a) 4.

b) 14.
c) 17.
d) 35.
e) 48.

10. (OBMEP) Uma formiga, inicialmente no

vértice A, anda sobre as linhas do
quadriculado da figura, sempre para a
direita ou para cima, até chegar ao
vértice B. De quantas maneiras ela pode
fazer isso passando por algum dos quatro
pontos destacadose
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a) 4

b) 32
c) 36
d) 64
e) 74

Gabarito — Aula 07
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Andlise Combinatdria

RESOLUCOES - EXERCICIOS AULA 01

voltar aos

\\ \ exercicios,

Resolucdo do Exercicio 1: [C]

Resolucdo do Exercicio 4: [D]

O nUmero de placas no sistema anterior é
26-26-26-10-10-10-10, enquanto que do
padrdo Mercosul existem
26-26-26-10-26-10-10 placas.

Portanto, segue que a resposta é
26-26-26-10-26-10-10

= 2,6 vezes.
26-26-26-10-10-10-10

Resolucdo do Exercicio 2: [D]

(n+1)i-n!
—— =7n
(n-1)

(n+1).n.(n-1)1-n(n-1)! - 7n
(n-1)1
(N-1)1[(n+1).n-n] - 7n
(n-1)!

(n+1).n-n=7n

n2+n-n=7n

n2-7n=0

n=7 oun
1

=0 (ndo serve)

Resolucdo do Exercicio 5: [C]

a) [Falso] Basta perceber que 3! + 41# 7!
10! I
b) [Verdadeiro] ?O| = —]0'92'7'6'

c) [Verdadeiro] LZ!:HZQ
121 11
8!1+71 8771 718+1)

7! 7! 7!

= 5040

d) [Verdadeiro] 9

Resolucdo do Exercicio 2: [A]

1514131 _ 15.14.131+131 _ 181(15.14+1)

13k 131 13

Resolucdo do Exercicio 3: [C]

211

(m+1)m! 1

m+2) 10

(m+1)!=i

(m+2)l 10

1 1
=—pPpm=38

m+2 10

Portanto, m € multiplo de 2

x!-(x+1)!= x-(x—l)!~(x+1)~x!=20<:>
(x=1!x! (x =1 x!
X(X+1) =20 < X% +x-20=0
Resolvendo a equacdo, temos:

x =-5 (ndo convém) ou x =4,
Portanto, x =4.

Resolucdo do Exercicio é: [C]
(N+1)1=2nl=6(n-1)!
(N+nn=1)=2nn=1)1=6(n-1)!
N+n-2n=46
nN"+n-2n-6=0

nN-n-6=0

n =3 ou n =-2(ndo serve)
Logonl=6

Resolucdo do Exercicio 7: [E]

(E-1)xt (P2 (E-2)xt 2y
(x2—2)!'(x+1)! - (XZ—Z)!~(X+1)-X! S ox+1
x+1-(x-1 -1

(x+1

wnidl



Resolucdo do Exercicio 8: [D]

20.18.16-14-...6-4.2=(2-10) (2-9) (2-8) (2-7) ...(2-3) (2-2)(2-1)
20.18.16-14-...6-4.2=2.2.2.2.....2-2.2.10-9-8-7-...-3-2-1
20-18-16-14-...6-4-2=2% .10

Resolucdo do Exercicio 9: [E]

Note que, toda vez que aparecer 5-2,
aparecerd um 0 (zero).

O fator 5 aparece nos seguintes nUmeros:
5,10,15, 20, 25, ...,100

20 nimeros

Note que:
25=5.5

50=2.5-5
75=3-5-5
100=4-5-5

Entdo, o fator 5 aparece 20+4 =24 vezes.

Resolucdo do Exercicio 10: [A]

ol=1
=1

21=2
31=6
41=24
51=120

6! =720
7!=5040
8! = 40320
9! = 362880

A partir de 10! Todo nUmero termina em 00.
Portanto, a soma dos dois Ultimos digitos dos
numeros serd
1+1+2+6+24+20+20+40+20+80=214

Portanto, o algarismo das dezenas é o 1.
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RESOLUCOES — EXERCICIOS AULA 02

voltar aos
\ i
\\ \ exercicios,

—~

Resolucdo do Exercicio 1: [E]

A quantidade de refeicoes distintas € de:
3-3-2=18
p as

Resolucdo do Exercicio 2: [C]

Calculando:
Opcgéo |l = 26 -10° = 2.600.000 opcoes

Opcao Il = 10 =1.000.000 opcdes
Opcao Il = 262 -10* = 6.760.000 opcdes
Opgdo IV = 10° =100.000 opcdes
Opgdo V = 26° -10° = 1.757.600 opcdes

Sendo o nUmero esperado de clientes igual a 1
milhdo, o formato que resulta num nUmero de
senhas distintas possiveis superior a 1 milhdo mas
ndo superior a 2 milhdes é o formato dado na
opcdo V.

Resolucdo do Exercicio 6: [A]

Existem 2 possibilidades para cada um dos dois
primeiros campos, 4 possibilidades para o
ferceiro campo, 4 possibilidades para o quarto
e 3 possibilidades para cada um dos dois Ultimos
campos. Assim, pelo Principio Multiplicativo,
segue que aresposta é 2.2-4.4.3.3=576.

Resolucdo do Exercicio 3: [C]

Para que estes nUmeros sejam divisiveis por 5
teremos, trés possibilidades para o primeiro
algarismo, frés possibilidades para o segundo
algarismo e apenas uma possibilidade para o
terceiro algarismo (o niUmero 5).

1 ¥ 3

3 3 1

SuperProfessor®

Resolucdo do Exercicio 4: [A]

Sabendo que cada letra mailUscula difere da sua
correspondente minUscula e contando com
mais 10 algarismos,  hd  2.-26+10=62
possibilidades para cada digito da senha. Logo,
pelo Principio Fundamental da Contagem,
segue-se que existem 62% senhas possiveis de seis
digitos.

Analogamente, no sistema antigo existiam 10°
senhas possiveis de seis digitos.

6

A ~ . , 62
Em consequéncia, a razdo pedida € —-
10

Resolucdo do Exercicio 7: [D]

Como os nuUmeros devem ser divisiveis por 5, o
ultimo algarismo deve ser 5.

Entdo devemos formar nUmeros com 3
algarismos distintos escolhidos dentre os nUmeros
do conjunto {1,3,7,9}.

Assim, pelo principio multiplicativo, temos:
4.3.2=24

Resolucdo do Exercicio 8: [A]

Os numeros devem terminarem 3, 5, 7 ou 9. Logo,
a guantidade de numeros que satisfazem as
condicoes dadas é:

8.-7-4=224

Resolucdo do Exercicio 5: [E]

A resolucdo dessa questdo é feita de maneira
imediata pelo Principio  fundamental da
contagem.

A primeira pessoa para se sentar terd é opcoes,
a segunda terd 4 opcgdes, pois ndo poderd
ocupar uma cadeira oposta a primeira pessoa e
a terceira terd apenas duas opcdes, pois Ndo
poderd sentar-se em posicoes opostas a primeira
e 4 segunda pessoq, portanto o numero de
maneiras que Ana, Beatriz e Carlos podem
escolher lugares é:

6-4.-2=48




Resolucdo do Exercicio 9: [25]

[01] Verdadeira. Com efeito, pelo Principio
Multiplicativo, o nUmero total de senhas
distintas & 26-26-26-26-26-26 = 26°.

[02] Falsa. Na verdade, tal nimero € igual a
5.5.5.5.5.5=5% = 625,

[04] Falsa. Fixada aletfra A em cada par, existem
26-5=21 escolhas possiveis para a
segunda letra em cada par. Logo, pelo
Principio Multiplicativo, segue que o nUmero
de senhas é 21.21.21= 223,

[08] Verdadeira. De fato, considerando [04],
agora existem 5 escolhas para a primeira
letra. Portanto, o nUmero de possibilidades é
5.21.5.21.5-21=105°.

[16] Verdadeira. Com efeito, existem 26
escolhas para a primeira letra de cada par e
1 escolha para a segunda letra. Logo, o

nUmero de senhas distintas & 26-26-26 = 26°.

Resolucdo do Exercicio 10: [E]

Se n é o nuUmero de cdédigos distintos possiveis,
entdo
n=26-26-...-26

10 vezes

- 2610,

Logo, sabendo que 13 = 10M14 e
210 =1024 = 10%, temos
2610 _ 910 1310

~103 ,(101,114)10

~10° .10
= 1014,14.

Portanto, como 100-10% <10*1% <10'%, segue
que n estd entre 100 trilhdes e 1 quatrihdo.
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RESOLUCOES - EXERCICIOS AULA 03

voltar aos

\\ A\ exercicios,

Resolucdo do Exercicio 1: [C]

Resolucdo do Exercicio 4: [B]

O nUmero de placas no sistema anterior é
26-26-26-10-10-10-10, enguanto que do
padrdo Mercosul existem
26-26-26-10-26-10-10 placas.

Portanto, segue que a resposta é
26-26-26-10-26-10-10

= 2,6 vezes.
26-26-26-10-10-10-10

Resolucdo do Exercicio 2: [B]

Como ele deve usarrodovia e ferrovia, se de
A para B ele usar rodovia, de B para C
deverd usar ferrovia. Por outro lado, se de A
para B usar ferrovia, de B para C deverd usar
rodovia. Logo, pelo principio multiplicativo,
temos:

A -B (ferrovia =2) e B - C (rodovia =2) =
2.2=4

Ou

A - B (rodovia = 3) e B - C (ferrovia = 2) =
3.2=6

Logo,4+6=10

Resolucdo do Exercicio 5: [C]

Essa € uma questdo sobre a aplicacdo do
principio multiplicativo (e) e aditivo (ou)

O numero de cdédigos possiveis &€ dado por:
Para 3 toques:

4.4.4=4°

Para 4 toques:
4.4.4.4=14%

Para 5 toques:
4.4.4.4.4=24°

Portanto, a expressdo representa o numero total
de cdédigos existentes é:

43 1 4% 1 4°

Resolucdo do Exercicio 3: [E]

Como Jodo possui 5 cores de camisas e 3 cores
de calcas, temos:

Caso ele escolha uma camisa azul, preta ou
branca:
3 -2 =6

camisa calga
Caso ele escolha uma camisa vermelha ou rosa:

2 - 3 =6

camisa calca

Portanto, o total de possibilidades é de:
6+6=12

Resolucdo do Exercicio 6: [B]

Como as palavras tem até quatro letras temos a
seguinte situacdo: palavras com uma, duas, frés
ou quatro letras. Logo:
3+(3%x3)+(83x3x3)+(3x3x3x3)=120

NUmero de possibilidades para o 1° algarismo
(caso seja par):
n{2,4,6}=3

NUmero de possibilidades para o 3° algarismo:
n{0,2,4,6,8}— 1 =4
1°alg

NUmero de possibilidades para o 2° algarismo:
n{0,1..,9}- 2 =8
1°e 2°alg

Qu:




NUmero de possibilidades para o 1° algarismo
(caso seja impar):
n{3,5,7} =3

NUmero de possibilidades para o 3° algarismo:
n{0,2,4,6,8=5

NUmero de possibilidades para o 2° algarismo:
n{0,1..9}- 2 =8

1°e2°alg

Logo, a quantidade de cddigos possiveis é de:
3-4-8+3-5-8=216

Resolucdo do Exercicio 7: [14]

Resolucdo do Exercicio 9: [18]

Com os algarismos disponiveis & possivel formar
7-7-6=294 nUmeros com 3 algarismos distintos.
Ademais, & possivel formar 7-7-6-5=1470
numeros com 4 algarismos distintos.

[01] Falsa. Temos m=1470 <1500.
[02] Verdadeira. De fato, pois n=294 < 300.

[04] Verdadeira. Com efeito, pois os pares que
terminam em zero sGo 7-6=42, e 0s pares que

ndo ferminam em zero sGo 6-6-4=144. Logo,

pelo  Principio  Aditivo, o resultado é
144 + 42 =186.

[08] Verdadeira. Com efeito, pois os impares sdo
6-6-5-3=540.

[16] Falsa. Os divisiveis por 5 que terminam em 5
sdo 6-6=236, e os divisiveis por 5 que terminam
em 0 sdo 7-6=42. Assim, pelo Principio Aditivo,
apenas 36+42=78 sdo divisiveis por 5.

Resolucdo do Exercicio 8: [A]

Temos as seguintes possibilidades para as senhas:
Senha N° de possibilidades

1_33 8
31_3 8
331 8
33 1 8
3 31 8
331 8

Portanto, a quantidade total de senhas é de:
6-8=48

[01] Incorreto. Temos uma possibilidade para o
algarismo das unidades e cinco para cada um
dos oufros algarismos. Portanto, pelo PFC,
podemos formar 5:5-5-1=125 nUmeros impares
com 4 algarismos escolhidos dentre os
elementos do conjunto A.

[02] Correto. Podemos escolher o algarismo das
unidades de quatro maneiras. Definido o
algarismo das unidades, ©os oufros quatro
algarismos serdo os elementos que restam de A.
Portanto, o resultado € 4-P, =4-4!1=96.

[04] Incorreto. Existem quatro escolhas para o
algarismo das unidades, e cinco escolhas para
os algarismos das dezenas e das centenas. Desse
modo, pelo PFC, podem ser formados
4.5.5=100 nUmeros pares de 3 algarismos com
elementos do conjunto A.

[08] Incorreto. Podemos formar 5° nUmeros de
cinco algarismos, 5* nUmeros de quatro

algarismos, 53 nUmeros de trés algarismos, 52
nUmeros de dois algarismos e 5 niumeros de um
algarismo.  Portanto, é  possivel  formar
exatamente

5452 +5% +5% 1 5° — 3905

nUmeros menores do que 100.000 com
elementos do conjunto A.

[16] Correto. Temos 5 nUmeros com um
algarismo, 5-4 =20 numeros com dois algarismos
e 2-4-3=24 nUmeros com trés algarismos,
totalizando  5+20+24=49 nUmeros com
elementos distinfos de A e menores do que 350.

Resolucdo do Exercicio 10: [E]

A B C
. . =
D E F
. . .
G H |
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1) Partindo dos pontos A, C, G ou |, temos:

8+7=15
Fazendo a analogia para C, G ou |, femos 4.15 =
60 possib.

2) Partindo dos pontos B, D, F ou H, temos:

A

o

ou
~
D. 2 2=4

4+8+7=19

Fazendo a analogia para B, F ou H, temos 4.19 =
76 possib.

3) Partindo do pontos E, temos:

A,C,Goul

8+16=24

Total de possibilidades: 60 + 76 + 24 = 160




RESOLUGOES - EXERCICIOS AULA 04

voltar aos

N\ W exercicios,_

Resolucdo do Exercicio 1: [A]

Para o grupo A a ordem dos elementos ndo é
relevante o que nos leva a uma combinacdo.

Mas no jogo de abertura existe o time que jogard
em sua casa e o fime que jogard fora, entdo
femos um arranjo.

Logo a alternativa A € a correta.

Resolucdo do Exercicio 2: [E]

120 12.11.10.9.8!

Cioy = = = 495
124741817 43218l

Resolucdo do Exercicio 6: [D]

O nUmero de partidas pode ser calculado pelo

numero de combinacdes de jogadores, 2 a 2

Assim:

8! 8.7-6!
2l.6! 2.6!

Cgo = 28 partidas

Resolucdo do Exercicio 3: [B]

O total de apertos de mdo na situacdo descrita

é dado por:
21-20 ~210
2!

Resolucdo do Exercicio 7: [A]

Calculando:
|
Caz =515 ~5
8"' ' — 336 -56 = 280
A8,3 = a - 336

Resolucdo do Exercicio 4: [B]

NUmero de maneiras de escolher dois tenistas

. , 10!
uaisquer é: C2, = ——
avaig 107 21«8l
NUmero de modos de escolher dois tenistas
|
canhotos & C3 = 4!
21 x 2!
. , 10! 41
O resultado pedido é dado por: -
21x 8l 2Ix2!

Resolucdo do Exercicio 8: [D]

O resultado corresponde ao nimero de arranjos
simples de 5 objetos tomados 3 a 3, ou seja,

5!
A5‘3 =E=60.

Resolucdo do Exercicio 5: [D]

Para resolver este problema devemos calcular o
fotal de subconjuntos, de 4 elementos, obtidos a
partirde um conjunto de 12 elementos. Utilizando
combinacdo simples, temos:

Seja n o numero de trabalhadores presentes na
reunido. Logo, como o nuUmero total de
possibilidades de composicdo da diretoria
corresponde ao numero de arranjos simples de n
trabalhadores tomados trés a trés, vem

n!
A, 3=30n=—"—=30n
n3 n-3)!
= n(h-(n-2)=30n

=>Mn-Y(n-2)=30
=>n="7.

Resolucdo do Exercicio 9: [A]

Supondo que duas cartelas de um mesmo
jogador ndo possuem é dezenas iguais, segue-se
que Arthur, Bruno, Caio, Douglas e Eduardo
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possuem, respectivamente, as  seguintes
possibilidades de serem premiados:

Artur: 250

Bruno: 41.C% +4 =291
Caio: 12-C§ +10 = 346;
Douglas: 4-08 =336
Eduardo: 2-C%, = 420.

Portanto, como o nUmero de casos possiveis
para o resultado do sorteio € o mesmo para
fodos, podemos concluir que Caio e Eduardo
sdo os que tém as maiores probabilidades de
serem premiados.

Resolucdo do Exercicio 10: [B]

Um dodecaedro possui 12 faces pentagonais, e
cada aresta estd contida em 2 faces. Logo, o
numero de arestas € dado por:

A=123_3
2

Total de vértices do dodecaedro:
V+F=A+2

V+12=30+2
V=20

Total de retas que podem ser formadas com 2 de
seus vértices:
20!

C202= 7515 =

Total de retas que contém as arestas das faces:
30

Total de retas que contém as diagonais das
faces:

5.(5-3)

12d=12. =60

Portanto, a quantidade de retas que satisfaz a
condicdo do enunciado é igual a:
190-60-30 =100




RESOLUCOES - EXERCICIOS AULA 05

voltar aos

N\ W exercicios,_

Resolucdo do Exercicio 1: [E]

Resolucdo do Exercicio 4: [E]

Existem C3 =3 maneiras de escolher as questées

|
de matemdtfica e Cg:%:ZS modos de
escolher as questdes de fisica. Logo, pelo
Principio Multiplicativo, segue que a resposta é

3-28 =84.

Resolucdo do Exercicio 2: [B]

Calculando:
1) 2 pontos emr,1 pontoems:
I
Cop = =10
= 21-(5-2)!
T, =10-4=40

2)1 pontoemr, 2 pontosems:

Cipe— 2 _§
42721 4-2)
T, =6-5=30

TotalA = 40+ 30 = 70 tridngulos

Resolucdo do Exercicio 5: [30]

Possibilidades para a escolha de um

- . 3
fisioterapeuta: C;; = PR 3
Possibilidades para a escolha de dois
R _ 51
traumatologistas: Cg, = T 10
Possibilidades para a escolha de 4 enfermeiros:
4!
4271217

Portanto, o niUmero de equipes de plantdo que
podem ser formadas serd dado por:
3x10x6=180

Resolucdo do Exercicio 3: [A]

cz . c
6! 15!
21.4! 51.10!

8!

51.31
possibilidades de formar uma comissdo sem
nenhum advogado.

[02] Verdadeira. De fato,

|
CyCq = 6.2 — 420
41. 41

formar uma comiss@o em que figura apenas
um advogado.

[01] Falsa. Na verdade, temos Cj = 56

existem

possibilidades  de

[04] Verdadeira. Com efeito, hd
|
S = % =2002 maneiras de formar uma

comissdo de 5 pessoas com quaisquer dos
14 profissionais. Logo, o numero de
possibilidades de formar uma comissdo com
pelo menos um advogado é
2002 -56 =1946.

[08] Verdadeira. De fato,
Cs.Ca _g.- % _120

41.2!

existem

possibilidades  de

formar uma comiss@o em que figura apenas
um engenheiro.

[16] Verdadeira. Com efeito, existe um total de
2002 possibilidades.

Andlise Combinatdria
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Resolucdo do Exercicio 6: [A]

Caso o cliente escolha alface entre os
ingredientes da salada:
C3'1 'C3'l' C2’1 =332=18

grelhado salada sobremesa

Caso o cliente ndo escolha alface entre os
ingredientes da salada:
C3’1 'C3’2 . Cl,l =331=9

grelhado salada sobremesa

Portanto, o numero de diferentes pratos que
podem ser montados é:
18+9=27

Resolucdo do Exercicio 7: [E]

112x > 1000

x> 8,93

O menor valor infeiro de x que satisfaz a
desigualdade é x=9.

Resolucdo do Exercicio 9: [C]

a) Errada. Cis¢ = 5005, logo custard R$10.010,00
b) Errada. Cis6 = 3003, logo custard R$ 6.006,00

c) Correta, 2.Ci06=2.210 =420, e 5.C95=5.84
= 420 (420.2 = 840,00)

d) Errada. Ci2,6 = 924, logo custard R$1848,00

e) Errada. Cize = 1716, logo custard R$3432,00
(3432 = 2 x 1848,00)

Resolucdo do Exercicio 10: [B]

Total de equipes com 5 profissionais que podem
ser formadas.
12!

— =792
5171

Cios =

Total de equipes formadas s&é com médicos.
[}

Cos =501~ 1

Total de equipes formadas s&é com enfermeiros.
7!
75 =501 2t

Portanto, o total de equipes, com pelo menos um
médico e pelo menos um enfermeiro, serd dado
por:

792-1-21=770.

Resolucdo do Exercicio 8: [B]

Seja n o niUmero de cores que a montadora
deverd disponibilizar a seus clientes.

Sabendo que existem 7 modelos de carros, 2
tipos de motores e x cores, pelo Principio
Multiplicativo, segue que o nUmero de
configuracdes, sem opcionais, & dado por:

Sem opcionais: 7.2.x = 14x
Com 1 opcional: 7.2. C5.x = 42x

Com 2 opcionais: 7.2. C5.x = 42x
Com 3 opcionais: 7.2. C3.x = 14x

Logo:
14x + 42x + 42x + 14x > 1000

Sendo x e vy, respectivamente, o niUmero de
meninas e de meninos, temos que:

Cy,z -CX,1+CX,2 'Cy,1:25

Y-y XY o

2 2
xy2—xy+x2y—xy:50

xy2 —2Xy + x2y =50
x(y2 —2y+xy) =50

Afribuindo valores a x, obtemos:

x=1=y2 —y-50=0=y=1r¥20L *’2201
X=2=y>-25=0=y=5
x:3:>y2+y_@20:>y:_3+— V609
3 6
2436

25
x=4=y2i2y-22_0=
y y 5 y 5

x:5:>y2+3y—10:0:>y=2

Portanto,x=2ey=50ux=5¢ey=2.Sendo assim,
esse professor possui 7 alunos meninos e meninas.



RESOLUCOES - EXERCICIOS AULA 06

voltar aos
NN exercicios,

Resolucdo do Exercicio 1: [B]

Resolucdo do Exercicio é: [D]

Tratando os 3 estudantes que devem ficar juntos
como um bloco de 1 estudante e permutando os
3 estudantes dentro deste bloco, concluimos que
o nUmero de possibilidades ¢é igual a:
51.31=120-6 =720

Resolucdo do Exercicio 7: [B]

O nUmero de anagramas formados pelas 8 letras
da palavra APRENDIZ é igual a:
8! = 40320

Resolucdo do Exercicio 2: [D]

As cinco pessoas podem ser fotografadas de
P =5!=120 maneiras. Denfre estas, as duas

pessoas que se recusam a ficar lado a lado
podem aparecer juntas de P,-P, =4!.21=48

modos. Portanto, segue que a resposta é
120-48 =72.

Resolucdo do Exercicio 8: [C]

O nUmero de anagramas em que as letras “edu”
estejam juntas e nessa ordem é dado pela
permutacdo das 4 letras com o bloco composto
pelas trés letras que devem permanecer juntas.
Ou seja:
51=120

Descontando a sequéncia “eduardo”, teremos:
120-1=119

Resolucdo do Exercicio 3: [B]

Temos 4 consoantes e 3 vogais. Logo:
4.5-4-3-2-1-3=1440

Resolucdo do Exercicio 4: [B]

Quantidade total de anagramas que podem ser
formados:
5!

> - 60
2!

Quantidade de anagramas em que as lefras M
ficam juntas:

2!
4. — =24

2!

Sendo assim, o nUmero procurado de
anagramas vale:
60—-24 =36

Resolucdo do Exercicio 9: [C]

Calculando:

PP, =6-24=144

Resolucdo do Exercicio 5: [C]

Existemm duas escolhas para a primeira
extremidade e uma escolha para a segunda
extremidade. Ademais, as meninas podem ser
dispostas de P, = 4! =24 maneiras.

Portanto, pelo Principio Multiplicativo, segue que
aresposta é 2.1.24 = 48.

vl

As letras da palavra PORTA em ordem alfabética
sdo (A, O, P, R, T). Obtendo as quantidades de
palavras de acordo com as suas iniciais, temos:

A 4.3.2:1-24

04.3.2.1-24

PA321-6

PO321-6

PRAOT=1

PRATO=1
62

Portanto, a palavra PRATO ocupa a 62° posicdo.

Andlise Combinatdria
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Resolucdo do Exercicio 10: [31]

[01] Verdadeira. De fato, fixando a letra P, tfemos
Ps =5!=120 anagramas.

[02] Verdadeira. Considerando as lefras P e R
como uma Unica letra, temos Py =5!=120

permutacdes. Ademais, ainda é possivel
dispor as letras P e R de P,=21=2
maneiras. Logo, pelo Principio Multiplicativo,
segue que existem 120-2 =240 anagramas
com as letras P e R juntas e em qualquer
ordem.

[04] Verdadeira. Existem  3-P;=3-5!=360

anagramas gue comegcam por uma das
letras A,N ou O.

Fixando a letra P na primeira posicdo,
existem 3 modos de escolher a segunda
letra (A,N ou O) e P, =4!=24 modos de
dispor as outras letras. Logo, temos mais
3-24 =72 anagramas.

Os dois préoximos anagramas sdo PRANOT e
PRANTO.

Em consequéncia, a palavra PRANTO ocupa
a posicdo 360+72+2=434.

[08] Verdadeira. Fixando as lefras P e A,

podemos dispor as oufras 4 lefras de
P, = 4! =24 maneiras.

[16] Verdadeira. Considerando as consoantes
NP, R e T como sendo uma Unica letra,
temos P3; =3!=6 anagramas. Ademais,
ainda podemos permutar as consoantes
enfre si de P, =4!=24 modos. Desse modo,
pelo Principio Multiplicativo, em 6-24 =144
anagramas todas as consoantes ficam
juntas.




RESOLUCOES — EXERCICIOS AULA 07

voltar aos
NN exercicios,

Resolucdo do Exercicio 1: [D]

em que cada ¢; representa uma consoante e

cada v; representa uma vogal.

|
Desse modo, temos Péz) :% maneiras de dispor

as consoantes e P, =4l modos de infercalar as

vogais.
Em consequéncia, pelo Principio Multiplicativo,

, 5!
segue que a resposta é 5-4!.

Resolucdo do Exercicio 6: [D]

Como a palavra MEDICINA possui duas letras |,
segue que aresposta é dada por

|
P@ -8 20160.
21

Resolucdo do Exercicio 2: [B]

Calculando o niUmero de anagramas da palavra
BORBOLETA. (Observe que as letras O e B
parecem duas vezes cada).

p22_ 9 987

== =18-5040 = 90720
21.21 4

Resolucdo do Exercicio 3: [E]

A fim de cumprir a condicdo de menor caminho,
deverdo ocorrer apenas deslocamentos de
oeste para leste e de sul para norte.

|
LY
31.3!

|
caminhos de A para C e pé4'2):4'6-2|:

Desse modo, existem Pé3'3):

15
caminhos de C para B.

Em consequéncia, pelo Principio Multiplicativo,
segue que aresposta é 20-15 = 300.

Resolucdo do Exercicio 7: [B]

|
Pﬁ,ﬁ,e,..‘ - n N Pés,
alplel.. 513l

Resolucdo do Exercicio 4: [B]

HA& dois casos possiveis:

i) Anagramas que iniciam pela letra P e terminam
por O:
P = & — 120
3
i) Anagramas que iniciam pela letra G e
terminam por O:
P6(3'2) __6e _
32
Portanto, de (i) e (i), temos 120 + 60 = 180
anagramas.

60

Resolucdo do Exercicio 5: [E]

Cendrio 1: AAEEI P22 = 2L _
2121
Cendrio 2: AEOUI P5 =5!=120
Cendrio 3: OOUUI P22 = 2L _
21.21

Cendrio 4: AEIll P - g - 20

Cendrio 5: OUIll pg - % =20

Cendrio 6: 1l =1
30+120+30+20+ 20+ 1 =221

Resolucdo do Exercicio 8 [A]

Como existem quatro vogais e cinco consoantes,
a Unica configuracdo possivel é
C1V1CoV5C3V3CyVyCsg,

vl

Indicando pela letra A, B, C, D, E, F, G como as
poltronas ocupadas e V e V como poltronas
vazias, tfemos que permutar:
ABCDEFGVYV
O resultado pedido corresponde ao nUmero de
permutacdes de 9 objetos com 2 repetidos:

5 Ol
Ps =21

0
—
Ne
NS
O
£
0
&
o)
O
10}
L
No)
C
<
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Resolucdo do Exercicio 9: [C]

Vamos indicar pela letra L a movimentacdo dos
pontos no senfido leste e N, norte.
O nUmero de maneiras de ir de A até B,
passando ou ndo por C, é dado pela
permutacdo das letras LLLLNNN
P - M35
7 41.3! '
O nUmero de maneiras de irde A até C é dado
pela permutacdo das letras LLNN
p(22) _ 4! _
4 2.2
enquanto que o nUmero de maneiras de ir de C
até B é dado pela permutacdo das letras LLN

@ _3'_
X _m_a

Desse modo, pelo Principio Multiplicativo, é
possivel ir de A até B, passando por C, de
6-3 =18 maneiras.

Aresposta é 35-18 =17.

Resolucdo do Exercicio 10: [E]

Nomeando os demais pontos, sabemos que:

X
._l B
Y
ZT_
A .w

S6 hd 1 maneira de sair do ponto A e chegar ao
ponto B passando pelo ponto X, € 0 mesmo
acontece para o ponto W. Para ir de A até B
passando por Y, temos:

De A até Y (1 para a direita e 5 para cima):

|
15 _6!_¢

De Y até B (5 para a direita e 1 para cimay):
51_ 6!
Pe™ =5 =°

O que totaliza:
6-6 =36 casos

O mesmo acontece para ir de A até B passando
por Z. Sendo assim, o total de casos favordveis é
igual a:

1+1+36+36=74
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