AULA 01

POLINOMIOS — DEFINIGOES INICIAIS

1. Defini¢ao de Polindmio

Denomina-se polindbmio na varidvel x a fun¢do definida
pela relagado:

_ n n-1 2
P(x)=a,X" +a,3.X ~ +...+3, X" +a;.Xx+3ag

onde: a,,a,.y,....,3,,3; €3, sdo nuimeros complexos
ditos coeficientes, n é um nimero natural (neN), a,é o

termo independente e x é a variavel complexa. A maior
poténcia de x (n) é o grau da equacdo desde que a, #0.

Coeficlente @fﬂ
r Expocuse “ o

4x3+?2-x+6

“

Varlioud

Tiwrson
Independente

AR R R R R R R )

Exemplos de Polindmios

P(x) = 9x” —3x* + 7x +1 —Polinémio de grau 7
P(x) = 2x* —=12x -3 — Polinémio de grau 2
P(x) = 7x* - 2x®> + 11 —>Polinémio de grau 8

N&o sdo polindmios:
Q(x) =x*-3x7°
R(x) = 24/X —12x

Q(x) e R(x) ndo sao polindbmios visto que ha pelo menos um
expoente da varidvel ndo é um namero natural.

= MENKTER

2. Valor Numérico de um polindmio

Valor Numérico de um polindémio P(x), é o valor que se
obtém substituindo a variavel x por um numero o e
efetuando as operagdes indicadas.

Exemplo: Considere P(x) = x> —6x+8.

e Parax =35, 0 valor numérico do polindGmio é:
P(5)=5°-6.5+8 >P(5)=3_

e Parax =2, 0valor numérico do polindmio é:
PR)=2%-6.2+8—>P22)=0

Observacgao:

QuandoP((x)=0dizemos que o € a raiz do
polinémio.

Observe que no exemplo acima o numero 2 é uma das
raizes do polinémio P(x) = x> —6x +8.

IMPORTANTE:

Soma dos coeficientes de um polindmio: Para calcular a
soma S dos coeficientes de um polinémio P(x), basta
calcular o valor numérico do polind6mio para x = 1, ou seja,
calcular P(1).

Exemplos.

a) P(x) = 2x* + 3x* - 7x + 10. Calculando,
S=P(1)=2+3-7+10=8.

b) Qual a 'soma dos coeficientes do polindmio
T(x) =(5x + 1)*?
S=T(1)=(5.1+1)*=6%=1296.

Consequéncia: Se a soma dos coeficientes de uma
equacao algébrica P(x) = 0 for nula, entdo a unidade é raiz
da equagao (1 é raiz).

Exemplo: O valor x = 1 é raiz de 40x> -10x3 + 10x - 40 = 0,
pois a soma dos coeficientes é igual a zero.

3. Identidade de polinGmios

3.1.Polindbmio identicamente nulo

Um polinémio identicamente nulo se e somente se todos
seus coeficientes sdo iguais a zero.

P(x)=0
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3.2.Polindmios idénticos

Dados os polindmios:

P)=a,x"+a, ;X" +..+a,x  +a X +a, e

P,(x)=b, X" +b_, X" +...+b,x* +b, X +b,

Dizemos que que P, é idéntico a P, se os coeficientes dos
termos de mesmo grau sejam iguais, ou seja:

P,=P, <a,=b,,a,;=b,,....a, =b,,a; =b;,a, =b,|

Consequéncia:

Se P, e P,sdoidénticos, entdo eles assumem mesmo valor
para qualquer valor de x.

[PL(X)=P, (x) =Py (x) =P, (¥)|

Exercicios Resolvidos

2

- ~ X
1) O valor numérico da expressao 2x3 —x +E_1 para

X=43¢
Resolugdo:

Sendo P(x) = 2x3 —x% + g —1, temos:

P(£)=2.J'3—J§2+§—1

P(\/§):6\/§—3+§—1

P(ﬁ):1zJ§—(32+J§—8
() - 12038

2) Os numeros reais a, b, c e d sdo tais que, para todo x real,
tem-se

ax® +bx? +cx+d=(x2 +x—2x—4)—(x +1)x* —5x+3)
Desse modo, o valorde b +d é:

Resolugdo:

ax3+bx2+cx+d=(xz+x—2 Xx—4)—(x+1 x2—5x+3)

axC +bx? +ex+d=x>—4x% + x> —4x—2x+8 — x> +5x* —3x — x> +5x —3
ax® +bx* +ex+d=0x> +x* —4x +5

Comparandg temos:

b=1ed=5

Logo:b+d=6

?\m{
m‘ﬁm’ A

01) Considere o polindmio P(x) = x3 —2x? +4x-8,

determine o valor de:

a) P(1)
b) P(3)
o) P(2i)

02) Para que os polindbmios P(x):(a—z)x3 +(1—b)x+c—3
e Q(x)=2x> +(3+b)x—1 sejam idénticos, os valores
de a, b e c devem ser, respectivamente:

a)-4,-1e-2
b) -4,1e-2
c) 4,-1e?2
d) 4,1e2
e)2,4el

03) ( PUC — RJ ) Sabendo que 1 é raiz do polindbmio
p(x) = 2x° —ax® — 2x, podemos afirmar que p(x) é

igual a:

a) 2x2 (x-2)

b) 2x(x—1)(x+1)
c) 2x(x2 —2)

d) x(x-1)(x+1)
e) x(2x2 —2X —1)

04) ( UECE — CE ) O termo independente de X no
desenvolvimento da expressao algébrica

0C-1% - (x°+ x+2)? é

a) 4.
b) 4.
c) 8.
d) -8.
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05) Considere P(x) = 2x3 +bx? +cx, tal que P =-2¢e
P(2) =6. Assim, os valores de b e ¢ sdo,
respectivamente,

a)le?2

b)le -2
c)-1e3
d) -1e -3

06) ( UECE - CE ) Considerando o polinémio
P(X):4X3 +8%x% +X+1 é correto afirmar que o

1
valor da soma P(—1)+P(—§j é um nuamero

localizado entre

a) 50 e 5,5.
b) 4,0 e 4,5.
c) 45 e 5,0.
d) 5,5 e 6,0.

07) ( UFPE % PE ) Sabendo que
x*-2x+4 A B = C ,
R e assinale
xX2ax? 2x X x+2 x-1
A+B+2C.

08) ( MACK — SP ) Os valores de R,P e A para que a
2x>+5x-1 R P
=—+ +
x3 —x X x+1 x-1
identidade sao, respectivamente,

igualdade sejauma

a) 3,1e -2
b)1,-2e3
c)3,-2el
d)13e-2
e) 2,1e3

09) ( UFRGS — RS ) A soma dos coeficientes do polinGmio
P(x)=(1-x+ X2 —x3 + x4)1'000 é

a) 1.

b) 5.

c) 100.
d) 500.
e) 1.000.

10) ( UDESC —SC ) Seja p(X) um polindmio de grau trés tal
que p(0)=6,p(1) =1, p(2) =4 e p(3) =9. E correto
afirmar que p(4) é igual a:

a) o
b) 16
c) 10
d) 14
e) 8

11) ( UFPR — PR ) O processo de encontrar um polinémio
cujo grafico passa por um determinado conjunto de pontos
é chamado interpolagao polinomial, e o polinémio obtido
nesse processo é conhecido como polindmio interpolador.

a) Verifique se p(x) =x%4+2x-3 ¢ polinémio
interpolador para os pontos Pj(-2,—3),P,(0,-3) e
P3(1 0).

b) Encontre ab,cdeR tais que

q(x) = ax® +bx? +cx +d seja polinémio interpolador
para os pontos Q(-28),Qx(-11), Q3(1 -4)
Q4(2,-8).
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1) 2)c 3)b a)b 5)d
8)b 9)a 10) ¢ 11)

1) a)-5 b)13 ¢)0
11)

a) Tem-se que

p(-2)=(-2)* +2:(-2)-3=-3,
p(0) =-3

e
p()=1%+2-1-3=0.

Em consequéncia, p(X)= X% +2x-3 ¢é polinémio
interpolador dos pontos dados.

b) Se g(x) é um polindmio interpolador dos pontos

Q1. Qy, Q3 e Qq, entdo
a-(-2°+b-(-2%+c-(-2)+d=8 [-8a+4b-2c+d=8
a.-224+p.224+¢c.2+d=-8 8a+4b+2c+d=-8"

Somando essas duas equacdes, obtemos d = —4b.
Ademais, temos

{a-(—1)3+b~(—1)2+c-(—1)+d=1®{—a+b—c+d:1

a-B+b2+c1+d=-4 atb+c+d=-4

Somando, encontramos 2b +2d =—3. Logo, segue que
b= 1 ed=-2.
2

Finalmente, das duas ultimas equacdes de cada um dos
sistemas anteriores, vem
4da+c=-4

1 1
A resposta é, portanto, a:—E,b:E,C:—Z e

d=-2.

AULA 02

POLINOMIOS — OPERACOES

1. Operag¢oes com Polindmios

I

RS T e

2dZ2 + 7a3c® + 2tk — x°2® .

| »

'.'il Ry
- * -

*

4.1. Adigao e Subtragao

Para somarmos ou subtrairmos dois ou mais polinémios,
basta somarmos ou subtrairmos os coeficientes dos
termos de mesmo grau.

Acompanhe abaixo o exemplo:

1)  Dados  Py(x)=3x* +12x+8eP,(x)=4x" +9x+2.
Obtenha Py(x)+P,(x).

Resolugédo: Chamando de P3(X) o polinémio P1(X) +P2(x),
temos:

P3(x) =Py (x) + P,(x)

Py(x)=3x> +12x + 8 + 4x* + 9x + 2

Py(x)=(3+4)* +(12+9)x+(8+2)

Py(x)=7x* +21x + 10

2)  Dados  P(x)=3x*+12x+8eP)(x)=4x> +9x+2.
Obtenha P, (x)—P,(x).

Resolugéo: Chamando de P4(X) o polinémio Py (x) =Py (x),
temos:

P4(X) = P1(X) - Pz(x)
Py (x) = 3x° +12x +8— (4x2 +9x +2)
PX)=(3-4)+(12-9)x+(8-2)

P(x)=—x*+3x+6

4.2. Multiplicagdo

(a+b) - (c+d) =ac+ ad + bc + bd

=]
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A multiplicacdo de dois polinbmios é dada multiplicando-
se cada termo de um deles por todos os termos do outro,
e em seguida somamos os termos de mesmo grau. Observe
o exemplo abaixo:

Dados P, (x) =2x* +5x+3e P, (x) =x3 +2x .Obtenha
Py (x).Py (x).

Resolugéo: Chamando de P4(X) o polinamio P1(X)-Py(x),
temos:

P, (x) =Py (x).P,(x)

P, (x)= (sz +5x+ 3). (x3 + 2x)

P, (x) = 2x2.(x3 + 2x)+ 5x.(x3 + 2x)+ 3.(x3 + ZX)
P,(x)=2x> +4x> +5x* +10x? +3x> + 6x

P4(x):2x5 +5x* +7x3 +10x? + 6x

O grau do produto de dois polinGmios é a soma dos graus
de P, eP,(x) desde que P, eP,(x) ndo sejam nulos.

2. Divisao

Dados os polinémios A(x) (dividendo) e B(x) (divisor), com
B(x) ndo identicamente nulo. Dividir A(x) por B(x) significa
determinar os polinémios Q(x) (quociente) e R(x) (resto),
tais que:

|A(x)= B(x). Q(x)+R(x)]

Esquematicamente:
A) \ 8"\' = A(X)=B(x),Q(x) + R(x)
R{x) QIix)

gr(R) < gr(D) ouR(x)=0

OBSERVACOES:

e O graude Q(x) é a diferenca entre os graus de A(x) e de
B(x), ou seja [gr(Q) = gr(A) — gr(B)

e Se R(x) for um polindbmio nulo, dizemos que A(x) é
divisivel por B(x), dizemos entdo, que a divisdo é exata.

| ¥

I{('\t() .. R(X)

Dividendo = divisor - quociente + resto

Veremos nesse madulo a que a divisdo de dois polindmios
pode ser feita por dois métodos: o método da chave e o
método de Descartes.

Método da chave (Algoritmo de Euclides)

Para dividir dois polindmios pelo método da chave,
devemos seguir os seguintes procedimentos:

1) Ordenar os polindmios A(x) (dividendo) e B(x) (divisor)
segundo as poténcias decrescentes de x e se necessario
completa-los com termos de coeficiente zero.

2) Dividi-se o primeiro termo de A(x) pelo primeiro de B(x),
obtendo o primeiro termo de Q(x) .

3) Multiplica-se o termo obtido pelo divisor A(x) e subtrai-
se de P(x)

4) Continua-se o processo até que haja um resto de grau
inferior que o de B(x) ou resto nulo.

Observe o exemplo abaixo:

Exemplo: Determinar o quociente e o resto da divisao de
A(x)=4x> —x?—x+2 porB(x)=x+1

Resolugdo:
Observe os procedimentos para resolver essa divisdo:

1) Dividimos o termo de maior grau do dividendo (4x3)

pelo termo de maior grau do divisor (X) obtendo o

primeiro termo do quociente (4X2) :

\4x3/’— X —x+2 X+ 1

—

4x2

2) Multiplicamos o termo obtido no quociente parcial
(4x2) por todos os termos do divisor e subtraimos esse

produto do dividendo.

43 —x2—x+2 | x+1
o403 + 42 4x?
0x3 -5x2—x+2

3) O resto parcial obtido (—5X2 —X+2) ndo apresenta

ainda grau menor do que o divisor, logo repetimos o
processo. Multiplicamos o termo obtido no quociente

parcial (—5X) por todos os termos do divisor e subtraimos

esse produto do dividendo.
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4x3 + 4x2

@x+2

43 -x2—x+2 | x+1
4x3 + 4x2 4x2 — 5x
< Bxl-x+2
\VZ\ —5x2 — 5x
0x2 +4x +2

4) E seguimos com 0 mesmo processo novamente:

43 —x2—x+2 |v\§}+l
4x3 + 4x2 4x2 —5x + 4
Sx2-x+2
—5x275x
< G4+ 2
Mo +dx +4
" -2

Observe que:

4x3—x2—x+2=(4x2—5x+4).(x+1)— 2

——"  resto

quociente divisor

dividendo

01) Obtenha o quociente e o resto da divisdo de
P(x) = 6x° +3x* +5x% —2x% —4x +5 por
D(x) =3x3-2x é

02) (UERN —RN )
- Divisor: X2 +X;
- Resto: 1-7X; e,

- Quociente: 8x2 —8x +12.

Logo, o dividendo dessa operagdo é

a) 8x* + 4x% +5x +1.
b) 6x* +4x% +4x+3.
¢) 8x% +4x% +4x+1.
d) 6x* +8%% +5x +1.

3

03) ( ESPCEX ) O polindmio f(X)=x> —x> +x% +1,

quando dividido por g(x) = x2 —3xX + 2 deixa resto

r(x).

Sabendo disso, o valor numérico de r(-1) é

a) -10.
b) 4.
c) 0.
d) 4.
e) 10.

04) ( UEG - GO ) Na
6x* —2x3 —8x% +10x -2 pelo divisor x? +3X -2,
o resto multiplicado por 2 é

divisso do polindmio

a) —222x2 +252

b) 444x% + 252
C) —444x + 252
d) 222x + 252

e) —444x% —252
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05) ( UFIJF — MG ) Dados dois polindmios A(X)e B(x),
sabe-se que S(x)=A(X)+B(x) é um polindmio de
grau 8 e que D(X) = A(X)—B(x) é um polinémio de
grau 5 . E correto afirmar:

a) O polindbmio W(x) =B(x) — A(X) tem grau 8.
b) Os polindmios A(X) e B(x) tém o mesmo grau.
c) O polindmio C(x) = A(X)-B(x) tem grau 13.
d) O polinémio A(X)tem grau 5.

e) O grau do polindmio B(X) é menor que 7.

06) ( UNIOESTE — PR ) Se o numero real a é raiz do
polindmio P(X) e o numero real b é raiz do

polindmio Q(X), entdo é CORRETO afirmar que

a) (a+b) éraizde P(X)+ Q(X).

b) a e b sdo raizes de P(X) + Q(X).
c) (ab) é raizde P(x)Q(X).

d) a e b sdo raizes de P(x)Q(X).
e) (a+b) éraizde P(X)Q(X).

07) ( UFSC - SC ) Os numeros "m" e "n" sdo tais que o
polinémio x* — 3x3 — 11x?> + mx + n é divisivel por
x>=3.0valordem+n é:

08) ( UPF = RS ) Se o polindmio P(X) = x* —2x% + mx +p

é divisivel por D(X) = x? +1, o valor de m-p é:
a) -3

b) -1

o0

d) 2

e) 3

S

09) ( UECE — CE ) O resto da divisdo de (X2 +X+1)2 por

X2 —x+16é

a) 4x.

b) 4(x-1).
c) 4(x-2).
d) 4(x-3).

10) ( UFJF — MG ) Qual é o polinbmio que ao ser
multiplicado por g(X)=3X3+2X2+5X—4 tem
como resultado o polindmio

h(x) = 3x8+11x° + 8x* + 9x® —17x? + 4x?

a) X3 +x% +x.

b) X3 +x% —x.
c) x3 +3x2 +x.
d) x3 +3x% +2x.

e) x3 +3x% —x.

GABARITO - AULA 02

1) * 2)a 3)a 4)c 5)b 6)d 7)33

8)e 9)b 10) e 11)

1)

6x° +3x* +5x3 —2x%2 —4x+5 [3x3 —2x
—6x° +4x3

3x4 +9x3 —2x2 -4x+5
_3x% +2x2

9x3 —4x+5
—9x° 1 6x

2X+5

Pelo esquema observe que o quociente é Q(x) = 2x>+ x + 3
eorestoéR(x)=2x+5

2x2 £ x+3
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AULA 03

POLINOMIOS — DIVISAO - BRIOT —
RUFINI - TEOREMA DO RESTO

Nessa aula apresentamos algumas ferramentas
importantes para facilitar o processo de alguns casos de
divisdo de polindmios. Bons estudos!

1. Teorema do resto

O resto da divisdo de um polindmio A(x) por um binémio

. . - b
do tipo ax+b é o valor numérico de A(x) parax= ——, ou
a

b
seja P(— —] .
a

b, .
Observe que — — éaraizde ax+b.
a

Esse teorema permite que se ache o resto de uma divisao,
sem que haja a necessidade de aplicar o método da chave
ou o método de Descartes.

Observe a demonstracdo desse teorema:

A(x)= (ax + b). Q(x)+r

{2

2. Teorema de D'alembert
Um polinémio A(x) é divisivel por B(x)=ax+b se, e

b
somente se, P(— —j =0.
a

Veja, por exemplo, que o polindmio A(X)=x>—3x+2 ¢é
divisivel por B(x) =x+2 pois P(—Z)zO.

3. Dispositivo de Briot-Ruffini

+
| a, - PRPIEETTRR SRR - ¥ ag

|
e | b, b, :+eeeeeeby | by = Resto
*

O dispositivo de Briot-Ruffini, também conhecido como
algoritmo de Briot-Ruffini, € um modo pratico para dividir
um polinémio P(x) por um binémio da forma X—a. Vamos
apresentar esse processo através de um exemplo.

Determine o quociente e o resto da divisdo da divisdo de
A(x) =23 —x? +4x-1 por x—3

12 Passo: Dispdem-se todos os coeficientes de A(x) de
forma ordenada e segundo os expoentes decrescentes de

X na chave.
coeficieniesdo dividendo

|2—1 4 -1

22 Passo: Coloca-se a esquerda a raiz do divisor.

. coeficientes do dividendo

3 | ? 1 4 -1

I
3° Passo: Abaixa-se o primeiro coeficiente de P(x)

3 |2 -1 4 -1
‘ ¥

2

42 Passo: Multiplica-se o coeficiente baixado pela raiz,
somando o resultado com o préximo coeficiente de P(x) e
o resultado-abaixo dgrsse ultimo

[ +

3 12 -1 4
X [ 2
52 Passo: Multiplica-se o esse Ultimo resultado pela raiz e

soma-se o resultado com o préoximo coeficiente de P(x) de

forma analoga ao ultimo passo, e assim sucessivamente.
+

-1

312 -1 4 A
X |2 5 19

L +

| '
3|2z -1 4 -1
X |2 5 19 |56

Terminando assim o processo, temos:
raiz| coeficientes de P(x)

- 56

2 5 19
coeficientes de Q(x) R(x)

Como gr(Q) =2 [gr(A) — gr(B)] temos que
Q(x) = 2x? + 5x + 19 e resto R(x) = 56

a‘aﬂala2

S
!
‘ b b b o.ic
coeficientes i
do | resto
quociente |
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IMPORTANTE: Por esse método se o polinomio
DIVIDENDO estiver incompleto, entdao coloca-se zero no
coeficiente do termo faltoso.

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1) Determinar o resto da divisdo do polinGmio
A(X)=2x> +3x+1 B(x)=x—3.

Resolugdo: A raiz do divisor é dada por: x—3=0-—->x=3
Logo: Resto=A(3)=2.3> +3.3+1—>A(3)=28

2) Determinar o valor de m de modo que o polinémio

A(x) =x3—x® +mx—12 seja divisivel por B(x)=x—3.

Resolugdo: Para que A(x) seja divisivel por x — 3, devemos
impor que: A(3) = 0.

AX)=x3 —x* +mx—12
AB)=3%-3*+m3-12
0=27-9+3m-12>m=-2

3) . Qual o valor de m para que o polindmio
x3 + 2x% — 3x + m ao ser dividido por x + 1, deixe resto 3?

Resolugao:

Pelo teorema do resto, P(— 1) deve ser igual a 3.
Substituindo, temos:

P(-1) = (-’ +2.(-1)*-3(-) +m
{P(—l) =3

-1+2+3+m=3

4+m=3

m=-1

Outro método:
Utilizando o dispositivo de Briot-Ruffini, temos:

-1]12-3 m
|1 1 -4 4+m

Como o resto deve ser 3, temos:
4+m=3
m=3-4=-1.

?\m{
m‘r?m’ A

01) O quociente e o resto da divisdo do polindmio

X2 +x-1 pelo bindbmio X + 3 sdo, respectivamente:

a) x-2eb

b) x+2e 6

c)x—-3e?2

d) x+1eO

e) x-1le -2

Considere o

02) ( UPF - RS )

P(x) = 4x3 - x? —(5+m)x+3.

polindbmio

Sabendo que o resto da divisdo de P pelo monémio
X +2 é 7, determine o valor de m.

a)0
b) 15
c) 2
d) 7
e) 21

03) ( UPF — RS ) O resto da divisdo do polinémio
p(x) = X" +x+ 2 pelo polindmio ¢(x) = x—1 é

a) 2
b)-0
c) 4
d) -1
e) -2

04) ( UFJF — MG ) O resto da divisdo do polinémio
p(x) = x19 —1 pelo polinémio q(x) = x—202 ¢

a) 0.
b) 1.
c) 2.
d) 3.
e) 4.

POLINOMIOS e EQUACOES POLINOMIAIS
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AULA 04

POLINOMIOS — COMPLEMENTOS

05) (

ESPECEX )
P(x) = 2x* =5x3 +kx -1 por (x—-3) e (x+2),
os restos sdo iguais. Neste caso, o valor de k éigual

Dividindo-se o  polindbmio

a
a)10. b)9. ¢)8. d)7. e)6.
06) ( UNESP — SP ) Considere os polinGmios
x 1 O 13
p(x)=|2 x -1|e q(x)=‘ ‘
1 X
m X X

Para que p(X) seja divisivel por (), é necessério
que m seja igual a

a) 30. b) 12.

c) -12. d) -3.

e) —-30.

G

07) ( UNICAMP - SP )
p(X)=Xn+Xm+l emque Nn>m=1. Seorestoda

Considere o polinGmio

divisdo de p(x) por x +1 éigual a 3, entdo

a) n épare m é par.

b) n éimpare m é impar.
c) n épare m éimpar.
d) n éimpare m é par.

08) ( UEM — PR ) Sobre polindbmios de coeficientes reais,
assinale o que for correto.

01) O quociente da divisdo de p(x) = X3+ x2 —3x—27
por g(X) = X—3 é um polindmio de grau 2.

02) Os polinémios p(X) = 2x2 —4x+2 e ax) = (X—l)2
sdo idénticos, pois possuem as mesmas raizes.

04) Um polinémio de grau 3 sempre possui trés raizes
reais.

08) Ao multiplicarmos o polinémio p(X) = Crx-1 por

q(X):—X3—X+l obtemos um polinémio de grau
6.

16) O resto da divisdo p(x):X3+ 2x2 —x+1 por
q(x) =x—2 é 15.

GABARITO - AULA 03
1)a 2)b 3)c
5)b 6) a 7)a

4)d
8) 25

Teorema das Divisoes Sucessivas

Se um polinbmio A(x) é divisivel por (x—a) e por
(x—b), com a=b, entdo P(x) é divisivel por (x—a)(x—b).

Demonstragao:

Se A(x) é divisivel por (x—a) e por (x—b), entdo:
P(a)=0 e P(b)=0

A(x)|(x - a).(x - b)
R(x)  Qfx)

b(x)z(x—a)(x—b)+mx+n‘

Fazendo x =a e em seguida x = b, temos:

A(a)=(a—a)(a—b)+m.a+n— Afa)=m.a+n
A(b) = (b—a)(b—b)+mb+n—> Ab) =mb+n

Devemos impor: ma+n=0e mb+n=0

m.a+n=0

Resolvendo o sistema: { ,vemm=0en=0.

mb+n=0
Entdo: R(x)=mx+n—R(x)=0

Podemos facilmente demonstrar esse teorema para n
fatores do 12 grau.

Exercicio Resolvido:

Determine m e n, de tal forma que o polindbmio
A(X) = 2x> +mx? +nx—1seja divisivel por (x—1)(x+1).

Resolucgdo: Se A(x) é divisivel por (x—l)(x+1), entdo A(x)
é divisivel separadamente por (x—1)e (x+1), logo:

A1) =0=A1)=2.13+m1*+nl-1=0>m+n=-1
A-1)=0=A(-1)=2.(-1P +m(-1f +n(-1)-1=0—>m-n=3

. m+n=-1
Resolvendo o sistema ,temossm=1en=-2

m—-—n=

POLINOMIOS e EQUACOES POLINOMIAIS
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01) ( UFSC — SC ) Um polinémio P(x) dividido por (x + 1) da
resto 3 e por (x — 2) da resto 6. O resto da divisdo de
P(x) pelo produto (x + 1).(x — 2) é da forma ax + b, com
a, b € R. O valor numérico da expressdo a + b é:

02) ( FGV —SP ) Dividindo-se um polinémio P(x) por x—2,
Obtém-se resto 6. Dividindo-se o0 mesmo polindbmio por
X +2, obtém-se resto 10. Entdo, o resto da divisdo de
P(x) por (x—2)(x+2)é:

a) 0 b)8—x «¢)16+x d)x—-4 e)x—-6

03) ( ACAFE — SC ) Determine p e q de tal forma que o

polindbmio x> +pXx+q seja simultaneamente divisivel
por x—lex+1.

a) p=2eq=3

b) p=3eq=-2

c) p=-1leq=0

d) p=0eqg=-1

e) p=0eqg=1

04) (UEL—PR) O resto da divisdo de um polindmio P(x) por
(x - 2) é 7 e o resto da divisdo de P(x) por (x + 2) é -1.
Desse modo, o resto da divisdo de P(x) por
(x=2)(x+2)é
a)6 b)8 ) 7x—-1 d) 2x+3 e)3x+2

05) ( Mack-SP. ) Um polindbmio desconhecido ao ser
dividido por x - 1 deixa resto 2 e ao ser dividido por
X - 2 deixa resto 1. Entdo, o resto da divisdo desse

polinémio por (x - 1) (x - 2) é:

a) x-3
b) -x+3
c) x+3
d) x-5
e) x+5

N

Ve

06) ( UERN —RN ) Qual é o valor de m + n, para que o resto
da divisio de x3+mx*+nx—10por x? —Xx—2seja
igual a zero?

a) 8
b) -5
c 4
d -3

07) ( UEG ) A divisdo do polindmio X3 +2x% —5x—6 por
(x+1(x—=2) éigual a:

a)x-3 b)x+3 c)x-6 d)x+6

08) ( UNESP — SP ) O polinémio P(x)=a-x>+2-x+b &
divisivel por x — 2 e, quando divisivel por x + 3, deixa
resto —45. Nessas condi¢Ges, os valores de a e b,
respectivamente, sdo
a)led.
b)le12.
c)-1le1l2.

d)2e16.
e)le-12.

09) ( UDESC — SC ) Um polinémio p(x) dividido por x+1
deixa resto 16; por x—1 deixa resto 12, e por X
deixa resto —1. Sabendo que o resto da divisdo de
p(x) -por. (Xx+1)(Xx—1)x é da forma ax? +bx +c,
entdo o valor numérico da soma das raizes do

polindmio ax® +bx+c é:

3
a) =
b) 2
c) 3

15
d 4
e) -2

10) ( UFBA —BA ) Sobre polindbmios, pode-se afirmar:

0l. O resto da divisso do polindmio
P(x) =x% +2x3% +3x1® +x® +x* +x% +x por x—1 é
igual a 6.

02. Dividindo-se o polinémio p(x) pelo polinémio g(x),
obtém-se quociente q(x) e resto r(x); entdo, o grau
de r(x) € menor do que o grau de g(x).

P(x) =4x> +ax* +2x3 —x?,

04. Sendo

ax)=bx> +2x* +ox> +x%e, para  todo  x,

p(x) + q(x) = 0, tem-se que ab.|c|=2".

08. Sendo m o grau dos polindmios p(x) e q(x), entdo o
grau do polindmio p(x) + q(x) é igual a m.

16. A soma de todos os zeros do polinbmio
P(x) =x* —4x3 +5x* pertence ao intervalo ]0, 5].

32. Se P(x)=x3 —ax’ +bx+2e q(x) =ax® —bx®> —3x-1
s3o tais que p(1) =5 e q(-1) = 4, entdo (a + b)? = 2.

GABARITO — AULA 04
1)05 2)b  3)c
6)d  7)b  8)e

4)d
9)c

5)b
10) 06
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AULA 05

EQUAGOES POLINOMIAS — PARTE |

1. Definigao

Equacdo algébrica é toda equagdo da forma:

PX)=a, X" +a, X" +....+a,x* +a, X +a, =0

onde: a,,a ,a,,3; €ea; s3o numeros complexos

P gesees
ditos coeficientes, n é um nimero natural (neN), x é a
variavel complexa. A maior poténcia de x (n) é o grau da
equacdo desde que a, #0.

2. Raizes da equacgao algébrica

Raiz da equacdo algébrica P(x) =0 é todo nimero o C, tal
que P(a)zO.

Exemplos:

Os valores 3 e 7 sdo raizes da equagdo polinomial
x> —10x+21 =0, pois:

32-10.30+21=0,e 72 -10.7+21=0

Em muitos exercicios dessa aula podemos encontrar as
raizes de equacoes algébricas através da fatoragdo. Veja
um exemplo abaixo:

Resolver a equagdo X° —4x° +3x—12 =0, considerando
u==_

Resolugdo:

x* —4x*+3x-12=0,
x*—4x® + 3x-12 =0
- — -

Xz(fator comum) 3 (fator comum)

x*(x—4)+3(x-4)=0

X4 (fator comum)
(x—4)(x*+3)=0
X-=4=0o0u x*+3=0
X=4 ou x:—\/§.i ou x:J§i

Portanto: S = {4,—\/§i, J§|}

01) Resolver a equagdo X° —8x* +7x =0, considerando
u==_C

02) ( PUC — RJ ) A maior das raizes da equagdo
X3 —4x?% +3x =0 vale:

a)o b)1 «¢)2 d) 3 e)9
03) Determine a maior vraiz da equagdo
x3-3x2-4x+12=0.
04) ( UFRGS — RS ) As raizes do polinbmio
p(x) =X +5x2 + 4x sdo
a) 4,-1 e 0.
b) 4,0 e 1.
c)-4,0 e 4.
d) =10 e 1.
e) 0,1 e 4.

raiz real da

Unica

05) Determine a

3x3 + 6% +12x+24=0 .

equacgao

06) Uma fabrica utiliza dois tanques para armazenar 6leo
diesel. Os niveis, N1 e N2, dos tanques sdo dados pelas
expressoes:

N,(t) = 20t° —10t + 20 e N,(t) =12t* + 8t + 20
Sendo t o tempo em horas.

O nivel do 6leo de um tanque é igual ao do outro no
instante inicial t = 0 e também no instante:

a) t=0,5h
b) t=1,0h
c) t=25h
d) t=2,0h
e) t=1,5h

07) (FGV —SP ) O produto de 3 nimeros inteiros positivos
e consecutivos é igual a 8 vezes a sua soma. A soma dos
guadrados desses 3 numeros é igual a

a) 77.

b) 110.
c) 149.
d) 194.
e) 245.
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08) (

UNIOESTE - PR )
p(x)=det A, onde

Considere o polindbmio

X 2X =X
A=|-13 2x% 15|,

0 2x l

2

Se X, X, e Xg sdo as raizes de p(x) e
a = Xq + X, + Xz, entdo é correto afirmar que a é igual
a

a) 4.

b) 0.

c) 2+3i

d) 2+6i.

e)-13.

09) ( AFA ) Sobre o polindmio A(x) expresso pelo

x 1 1
determinante da matriz |1 x _2/|, € incorreto
1 x x

afirmar que

a) n3o possui raizes comuns com B(X) =x% ~1.

b) ndo possui raizes imaginarias.

c) a soma de suas raizes é igual a uma de suas raizes.
d) é divisivel por P(X) =X+2.

3 X =X
10) (UFPR—PR) Considere o polindmio p(x) =3 x -4
x 3 -3

Calcule as raizes de p(x). Justifigue sua resposta,
deixando claro se utilizou propriedades de
determinantes ou algum método para obter as raizes do
polinébmio.

GABARITO — AULA 05

1)S={017} 24 3)03
4)a 5)-2 6)e
7)a 8)a 9)a

10) Resposta:

LY 4

mT?Nh’TW\
3 X —X
p(x)=|13 x -4
x 3 -3

3 X X 3 X
3 x -4 3 X
x 3 -3 x 3

=x3 - 4x? -9x+ 36

p(x) =

Aplicando Regra de Sarrus

Portanto: (fatorando o polindbmio)

p(x) =x3 —4x° —9x + 36
= p(x) = X2 (x—4) - 9(x — 4)
= p(x) = X2 (x—4) - 9(x — 4)

X2 -9=0= x =13

:>p(x)=(x2—9)(x—4):>{
X-4=0=>x=+4

POLINOMIOS e EQUACOES POLINOMIAIS
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AULA 06

EQUAGOES POLINOMIAS — PARTE i

1. Teorema Fundamental da Algebra

Toda equagdo polinomial de grau n (n > 1) tem pelo menos
uma raiz complexa.

Como consequéncia temos que:

Toda equagdo polinomial de grau n pode ser escrita na
forma:

(x—a,).(x—0a,).(x—0a,). ... .(x—a,)=0

onde:

* Q,0,,0,..0, 530 as raizes de P(x)

e a, éo coeficiente do termo de maior grau
Dai:

Toda equagdo de grau n (n > 1) tem exatamente n raizes
complexas, distintas ou nao.

2. Multiplicidade de uma Raiz

Denomina-se multiplicidade de uma raiz-ao numero de
vezes que essa raiz repete no conjunto solugao.
Genericamente, pode-se dizer que o nimero a é raiz de
multiplicidade n da equagdo polinomial P(x) = 0 se e
somente se, P(x) = (x — a)". Q(x), com Q(a) = 0.
Por exemplo: Seja a equagdo (x —5)3.(x —1)2.(x+2)=0
Podemos escreve-la assim:
(x - 5)(x - 5).(x - 5).(x - 1)(x - 1).(x + 2): 0
Se pode observar que a equagdo possui 6 raizes, na qual:
e 5 ¢é raiz com multiplicidade 3 (raiz tripla)
e 1 é raizcom multiplicidade 2 (raiz dupla)
e -2 éraiz de multiplicidade 1 (raiz simples)

3. Raizes Nulas

Na equacdo x3—6x2+8x=0,o fator x colocado em

evidéncia x.(x2 —6x+8)= 0, indica a existéncia de uma raiz
nula. Acompanhe os exemplos:

a) x.(x—6)(x+7)=0 ¢ uma equago de grau 3 com uma
raiz nula.

b) xz.(x—9)= 0é uma equacgido de grau 3 com duas raizes
nulas.

Com base nos exemplos, podemos dizer que:

Uma equacao algébrica com termo independente
nulo terd uma raiz nula.

Uma equacao algébrica com termo independente
e coeficiente do termo de 12 grau nulos, terad duas
raizes nulas e assim por diante.

EXEMPLO:

Uma das raizes da equagio x3 —9x% +23x—15 = 0, é1.
Determine o conjunto solugdo dessa equagao.

Resolugdo:
Aplicando o dispositivo de Briot-Ruffini, conseguiremos
fatorar a equagdo:

1 1 -9 23 -15

1 -8 15 0

x3 —9x% +23x-15=0= (x-1)- (x> -8x +15) =0 =
x=1o0ou x=3 ou x=5.
S={13 5}

01) A equacgdo polinomial cujas raizes sdao—2,4 e 7 é:

02) ( ACAFE — SC ) A equacdo polinomial cujas raizes sdo
-2,-1elé:

a) X®*+4x+x-2=0

b) x¥*-x-2=0

c) X®¥+2x*-3x—-2=0
d x¥+2x*—x-2=0
e) xX*+2x+1=0

03) Sabe-se que o nimero 2 é uma das raizes da equagdo
X +26x =9x% +24 . Assinale a alternativa errada.

a) A soma das outras raizes dessa equacdo é igual a
menos 7.

b) A soma das outras raizes dessa equacgdo é igual a 7.

c) As outras raizes dessa equagdo sdo 3 e 4.

d) O produto das outras raizes dessa equagdo é igual a
12.

e) As outras raizes dessa equagdo sdo numeros reais.

04) Uma das raizes da equagdo 23 +x2 —7x—-6=0 &
X = 2. Pode-se afirmar que:
a) as outras raizes estdo entre -2 e 0.
b) as outras raizes sdao imaginarias.
c) as outras raizes sdo 17 e —19.
d) as outras raizes sdo iguais.
e) s6 uma das outras raizes é real.
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05) ( UNESP - SP ) A equagdo polinomial
x3—3x? +4x—2=0 admite 1 como raiz. Suas duas
outras raizes sao

a) (1+J§-i) e (1—J§-i).
b) (1+i) e (1-i).
c) (2+i) e (2-i).
d) (-1+i) e (-1-i).
e)( 1+\/§|)e( —1-3i )
06) ( IFAL—AL ) Sabendo que x =1 é uma raiz do polind6mio

p(x) = x3 —2x%2 —5x+6 , podemos dizer entio que
p(x):

a) tem trés raizes reais.

b) tem duas raizes reais e uma imaginaria.
c) tem uma raiz real e duas imaginarias.

d) ndo tem raiz real.

e) tem duas raizes reais e duas imaginarias.

07) ( IFAL — AL ) A equacido x3-3x% + 7x-5= 0, no
universo dos numeros complexos, tem como solugdo
a) {1 1+ 2i,1-2i}.
b) {4 1+i, 1-i}.
c) {1, 2+ 2, 2-2i}.
d) {-11+2j,1-2i}.
e) {-1,1+i,1-i}.

08) ( UFRGS - RS ) Considere o polin6mio
p(x) = x4 +2x3 —7x% —8x +12.

Se p(2)=0e p(-2)=0, entdo as raizes do

polindmio p(X) sdo

a) -2, 0, 1e 2.

b) -2, -1 2 e 3.
c) -2 -1 1le?2.
d -2, -1 0e2.

e) 3 2 le?2.

09) ( EBM —SP ) A culinaria estd em alta nos programas

televisivos. Em um desses programas, os participantes
foram desafiados a elaborar um prato no qual fossem
utilizados, entre outros, os ingredientes A, B e C,
cujas quantidades, em Kg, numericamente, ndo
excedessem as raizes do polinémio

P(x) =8x° —=14x% + Tx —1.
Sabendo-se que os participantes receberam %kg do

ingrediente A, pode-se afirmar que as quantidades

maximas que podem ser utilizadas dos ingredientes B
e C diferem em

a) 200g
b) 2759
c) 3509
d) 4259
e) 500 g

10) ( UNESP — SP ) Sabe-se que 1 é uma raiz de

multiplicidade 3 da equagao

x> -3-x*+4.x3 -4-x°+3.x-1=0. 'As outras
raizes dessa equa¢do, no Conjunto Numérico dos
Complexaos, sdo

d) (-1) e (+1).
e) (1-i) e (1+i).

11) ( UFSC —SC) Seja p um polinébmio de grau 4 dado por

p(X):(X+1)4. Com essa informagdo, assinale a(s)
proposicdo(des) CORRETA(S)

o1. 0] polindbmio p é igual a
p(x) = x* +4x3 +6x° + 4x +1.

02. O Unico nimero real no qual p se anula é x =-1.

04. Se k é um polindmio dado por
k(x) = x* +4x3 +6x? +4x+3, entdo o menor

valor possivel para o polinémio k, quando x varia em
todo o conjunto dos numeros reais, é 2.
08. O coeficiente do termo de expoente 5 do polindmio

dado por p(x)-(x —1)4 éigual a 1.
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12) ( UEFS )

P(x) = x2 +ax? +bx +¢ tem 1 como raiz dupla e 3

Considerando-se que o polindbmio

como raiz simples, é correto afirmar que o resto da
divisdo de P(x) por (x+1) é

a) —20
b) -18
c) -16
d) -14
e) -2

GABARITO — AULA 06

1) x®-9x2+6x+56=0
6) a 7)a 8)e

2)d
9)e

3)a
10) c

4)a 5)b
11)07 12)c

AULA 07

EQUAGOES POLINOMIAS — PARTE llI

1. Teorema das Raizes Imaginarias

Se o numero complexo z=a-+bié raiz de uma equagao
algébrica de coeficientes reais, entdo, seu conjugado

z=a—bitambém sera raiz dessa equagao.

Consequéncia: Toda equacgdo algébrica com coeficientes
reais de grau impar terd pelo menos uma raiz real, ja que
as raizes complexas ndo reais ocorrem sempre aos pares.

2. Teorema das Raizes Racionais

Sejam p e g primos entre si. Se Bé uma raiz racional da
aq
~ n n-1 2 —
equagao a, X +a, 4.X  +...+a,Xx +a;Xx+3a;=0, com
ay,,3p_1 s--:,@5,31,-8g iNteiros, entdo p é divisor de ajeqé
divisor de a, . (an #0eag ;tO).

Esse teorema permite determinar possiveis raizes racionais
de uma equacdo algébrica com coeficientes inteiros.

3. Relagoes de Girard

As relagbes que serdo vista nesta aula sdo relagdes
estabelecidas entre os coeficientes e raizes de uma
equagdo polinomial.

Equagdo do 22 grau
Sejam x1 e X2 as raizes da equacgao ax’ +bx+c=0. Valem
as seguintes relagdes:

b
Xy +Xy =——
a

c
XqXy =—
a

Equacao do 32 grau
Sejam x1, X2 X3 as raizes da equac3o ax® +bx* +cx+d=0
Valem as seguintes relag¢des:

X, +X, +X, = 2
1 2 3 a

©
2 050G A0S S
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Equacao de graun

Sendo X1 , X2 , X3, ... ,Xn as raizes da equagdo

n n-1 2 — .
a,. X +3a,_1.X +...tayX” +a;x+ay;=0,temos:

a'n—1
X, + X, + Xy +.+ X, = ——2
a

n

X, X, + XX, +...+ X x—aH
1" 2 1°M3 n—l'n_a

n

-3
X Xy Xy + X X, X, +o XX X = ——
an
n @,
X, X, X oo X, =(-1) =

01) ( UNISINOS — RS ) Qual das equagdes abaixo tem como
solugdo dois numeros cuja soma é 7 e cujo produto
é -87?
a) x2 +7x-8=0
b) X2 _7x+8=0
) X +8x+7=0
d) x> —8x+7=0
e) x> -7x-8=0

02) A soma das raizes da equagdo Yy = 2x3 —8x2 —BX +7
éiguala
a)-1
b) 4
c)-2
d)3
e)8

03) ( UFSC ) As dimensGes, em metros, de um
paralelepipedo retangulo sdo dadas pelas raizes do
polinémio X —14x* +56x—64. Determine, em
metros cubicos, o volume desse paralelepipedo.

04) (PUC—-RS) Naimplementacdo de um sintetizador em
software, relacionam-se o0s coeficientes de um
polindmio com os controles deslizantes numa interface
grafica. Portanto, polindmios estdo ligados a geracdo
de notas musicais.

A soma das

raizes do

05) Se as polindbmio
P(x) = x3 —12x% +47x—60 sdo reais, distintas e

formam uma progressao aritmética, entdao, a maior
delas é:
a)4 b)5 ¢)3 d)6 e)7

06) Se ab e c sdo as raizes do polinbmio
P(x) =12x° — 4x% —3x +1, ent3o:
a)a® +b% +c? = =3
18
b)a2 +b% +c? :E
16
c) a’ +b% +c? =3
16

d) a? +b%+¢? -
16

07) (- UFIF — MG ) Considere o
p(x) = x> —8x% +19x —12.

polindbmio

A soma dos quadrados das raizes desse polindmio é
a) 12 b) 24 c) 26 d) 38 e) 64

08) ( UFSC ) Assinale a(s) proposi¢do(6es) CORRETA(S).

01. O polindmio P(x) = x**> — 3x3 + 3x?> — x + 1 admite
pelo menos uma raiz real.

02. O resto da divisdo do polinbmio
P(x) = x2 + 3x%° — 2x® + x¥ = 2x°> + 1 por
Q(x)=x+1¢é10.

04. O conjunto solugdo da equagdo +/3X+15=x-1
no conjunto R é S={7,-2}.

08. Sejam b, ¢, a e B numeros reais, com o e [ raizes
da equacdo x*—bx+2=0.Sea+1ef+1sdoas
raizes da equacdo x?—bx+2=0,entdo b+c=3.

16. Para todos os numeros reais a e b tem-se

Jab —Ja .

raizes da equagdo polinomial

3 _6x2 +11Xx—-6=0 & 09) ( UDE.SC — SC ) Sejam qi(x) e ri(x), respect.iv.amente, o
quociente e o resto da divisdo de

a)—6 f(x) = 6x* = 5x3 + 7x% + 5x — 11 por g(x) = 2x*> + x — 1.

b)0 Dividindo qi(x) por ri(x), encontram-se um novo

K qguociente qz2(x) e um novo resto rz(x). Analise as

d)6 proposicdes e classifique (V) para verdadeira ou (F)

e)11 para falsa.
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() Os polinbmios g(x) e gz2(x) admitem uma raiz em
comum.

() Os termos independentes de f (x) e r2(x) possuem o
mesmo valor absoluto.

() A soma das raizes de qi(x) é raiz de ri(x)

Assinale a alternativa correta, de cima para baixo.

a) F-V-V
b) V-F-F
c) V-V-F
d) V-F-V
e) F-V-F

10) ( UFSC —SC ) Em relagdo a(s) proposi¢do(des) abaixo, é
CORRETO afirmar que:

01) Se o grafico abaixo representa a fungdo polinomial
f, definida em R por f(x)= ax® +bx? +cx+d,

com a, b e ¢ coeficientes reais, entdo f(2) = 24.

Interbits®

02) Se f(x) = (x+2)% +(x-1)° +5ax +2b, com a e
b reais, é divisivel por (X+1)2, entdo a—-b=1.

04) As raizes da equacgdo x3 —9x% +23x-15=0
estdo em progressdo aritmética de razdo 1.

08) Se f(x) = X2 + (p-ag)x e
g(X)+X3 +(p+q)x2 —(gXx sdo divisiveis por
(3—x), com p e g reais, entdo q—p =-3.

16) Os valores reais de p para que a equagdo

x3 —3X+p =0 admita uma raiz dupla sdo -2 e
2.

GABARITO - AULA 07
1)e 2)b  3)64 4)d 5b 6)b
7)c  8)11 9)e  10)18
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