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Razdes Trigonométricas no
tridngulo retédngulo

Inicialmente, considere o friGngulo retdngulo
ABC

&

= B

Nesse triGngulo podemos destacar os seguintes
elementos:

e b e csdo oscatetos
e aé ahipotenusa
e aefsdoos dngulos agudos

Pelo teorema angular de Thales prova-se que os
angulos agudos sdo complementares, ou seja:
o+ p=90°

RAZOES TRIGONOMETRICAS:

Seja o fringulo retdngulo abaixo:

@

TRH@@N@METRUA

AULA 01
TRIGONOMETRIA NO TRIANGULO RETANGULO

N

seno de um angulo agudo é o quociente
entre o cateto oposto ao angulo e a
hipotenusa.

cosseno de um éngulo é o quociente entre
o cateto adjacente ao dngulo e a
hipotenusa.

tangente de um angulo é o quociente entre
o cateto oposto ao éngulo e o cateto

adjacente. J
.

Razdes trigonométricas dos
angulos de 30°, 45° e 60°

As razdes trigonométricas dos dngulos de 30°,
45° e 60° sGo usadas com frequéncia.

ASSISTA A AULA

AULA 01 — TRIGONOMETRIA
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Resolucdo:

H é o cateto oposto ao dngulo de 60° e 80 € o
cateto adjacente do dngulo de 60°. Logo:

( IFPE — PE ) Os alunos pré-egressos do campus
Jaboatdo dos Guararapes resolveram ir até a
Lagoa Azul para celebrar a conclusdo dos
cursos. Raissa, uma das participantes do evento,
ficou curiosa pra descobrir a altura do pareddo
rochoso que envolve a lagoa. Entdo pegou em
sua mochila um transferidor e estimou o &dngulo
no ponto A, na margem onde estava, e, apds
nadar, aproximadamente, 70 metros em linha
reta em direcdo ao pareddo, estimou o dngulo
no ponto B, conforme mostra a figura a seguir:

Paredéao

Margem 170 270 907

De acordo com os dados coletados por
Raissa, qual a altura do pareddo rochoso da
Lagoa Azule

Dados: sen(17°)=0,29, tan (17°)=0,30,
cos (27°)=0,89 e tan (27°)=0,51.

Resolucdo:

Considerando x a altura do pareddo e
distGncia do ponto B ao pareddo, temos:

Margem 17° 27° 90°
A 70m B y

tg27° = 3 = x=y.1g27° = x=0,51y  (I)

o:—x - ° —
tg17 y+703x (y+70).tg17° = x=0,30y +21  (ll)

Fazendo (I) = (ll), temos:
0,51y =0,30y +21= 0,21y =21= y =100

Logo, a altura do pareddo serd:
x=0,51x100=51m.

e —_—iaee (

( UFSC - SC ) Dois pescadores Pie P2 estdo na
beira de um rio de margens paralelas e
conseguem ver um bote B na oufra margem.
Sabendo que P1P2 = 63m, os dngulos BPiP2=a e
BP2P1 =B equetga =2 etgp =4, adistncia
entre as margens (em metros) é:

Resolucdo:
B
X
o m 5 63-m B
P1 C P2
| |
I 63 |

Do friéngulo retdngulo BCP1 podemos concluir
que:

X
’rgoc=a:>2=%:>m=§

x

Do triéngulo ret@ngulo BCP2 podemos concluir
que:

Tgﬁzéx = 4= = x=252-4m

X
3-m 63-m

X
Comom=m= E temos:

X

=252-4.—
X =25 5
X =252-2x
X =84m
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1 . Em cada figura abaixo, determine as medidas dos valores desconhecidos:

Q)
¢ 100
= 30°
X
b)
<
V :
5
2] >
90 3]
c) O
D B
|
o
<
]
<
1 60° 30°
A 20 B y c

d) 5
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. Em um exercicio militar, uma Companhia de Engenharia deve construir uma ponte para Iig
margens paralelas de um rio. Para isso, o Cap Delta, engenheiro militar responsdvel pela missdo
fixou um ponto A na margem do rio em que estava, e um ponfto B na margem oposta, de f
que AB fosse perpendicular &s margens do rio. Para determinar o comprimento da ponte a @w
do ponto A, o Cap Delta caminhou 50 metros paralelamente & margem até o ponto C e mediu o
angulo ACB, obtendo 60°. Considerando /3 =1,7. Marque a alternativa que apresenta o
comprimento da ponte que deverd ser construida para o exercicio.

e

a) 25 metros
b) 42,5 metros
c) 50 metros
d) 85 metros

e) 100 meftros
60°

®> & &

ESPACO PARA RESOLUCAD

3. Um estudante precisou medir a altura de um edificio de 6 andares. Para isso, afastou-se 45 metros

do edificio e, com um teodolito, mediu o dngulo de 28°, conforme a imagem abaixo. <
%

Usando as aproximagoes sen 28°=0,4], g

cos28°=0,88 e 1g28°=0,53, esse estudante @)

concluiu corretamente que a altura desse edificio é CZ>

9

(2’4

|_

45m 9

o

a) 21,15 m. b) 23,85m. c) 39.6m. d) 143,1m. e) 126,9 m. <
=

<

ESPAGO PARA RESOLUGAD
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Um baldo partird perpendicularmente do chdo, em trajetdria retilinea, deslocango-se
constantemente 2 metros a cada segundo.
Sabendo disso, Fdbio, que estd a 43m do ponto de onde o baldo partird, posiciono@.
estiingue a uma altura de 2 metros do chdo e o armou, apontando uma pedra a ser dispardda

pelo estilingue, a 60°, no mesmo plano que contém a frajetdéria do baldo, como indica a figura.
Admita que:

- as dimensdes do baldo sdo despreziveis;
- para acertar o bal&o, Fabio deverd apenas aguardar o tempo t que o baldo leva do chdo até
atingir a mira do seu estilingue para dispard-lo.

ssor®

Na situacdo descrita, t € igual a

SuperProfe:

a)7.5s.
b) 7s.
c) 6,55s.
d) 5,5s.
e) és.

ESPACO PARA RESOLUGAD
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5. A figura mostra o fringulo retdngulo ABC e um ponto D pertencente ao lado AC. O comprimento <
- - - =)
dos segmentos AD, DC e BC sdo iguais a 7cém, 5cm e 5cm, respectivamente. <
Os valores do angulo B e de sen(a) sdo:

a) B=45°esen(a) = ;

b) B =60°¢e sen(a) = 1—53

c) B=60°¢€ sen(a) = 1—52

: d) B=30°esen(a) = ;

a i [ % e) B =45°e sen(q) = —.

[

3
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_ EXERCICIOS NiVEL 2

/ 4 ——
6. (UFPR - PR) O pentdgono da figura abaixo tem éngulos retos A, B e C. Conhecendo as medidas dos
lados AE=15, AB=12,BC =7 e CD =5, assinale a alternativa que corresponde ao valor da fangente
do édngulo 8 = E.
C B

a) 4/5
b) 5/4
c) 5/8
d) 8/7
e) 7/8

7. (INTEGRADO MEDICINA) A Torre Eiffel foi construida para o evento “Exibicdo Universal” (Exposition

Universelle) que ocorreu em 1889 em Paris. O evento foi realizado no centendrio da Revolucdo
Francesa (1789).
Em estilo Art Nouveau, ela foi feita em ferro e inaugurada em 31 de marco de 1889.

Com as informagdes obtidas a partir da ilustragdo, e
usando /3 =1,7, qual é a altura da Torre Eiffel, em Paris2

a) 266,4m b)291,3m c)317,9m d) 350,.5m e€)374,2m

AULA 01 — TRIGONOMETRIA
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. (UNESP - SP) Na figura, BELO é um losango com vértices E e O nos lados BA e LU, respectivam

do ret@ngulo BALU. A diagonal BL de BALU forma um éngulo de 30° com o lado LU, como m

a figura.
Se a medida do lado do losango BELO ¢ igual a 2 cn, a
drea do reténgulo BALU serd igual a

\\\\ Q) ﬂch
\\ 2
S b) 3v/3cm?

T~ c) 5J3cm?

SuperProfessor®

e) 24/3cm?

ESPAGO PARA RESOLUGAD

9. (UECE - CE) José caminhou na praia em linha reta deslocando-se do ponto X ao ponto Y,
perfazendo o total de 1.200 m. Quando estava no ponto X, vislumbrou um navio ancorado no ponto
Z de talmodo que o dngulo YXZ era de aproximadamente 60 graus. Ao chegar ao ponto Y verificou
gue o angulo XYZ era de 45 graus. Nessas condicdes, a distdncia do navio d praia, em metros, é
aproximadamente igual a

Considere 1g(60°) aproximadamente igual a %

a) 720

b) 760
ESPAGO PARA RESOLUGAD

c) 780 d) 740
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. (ENEM) O mastro de uma bandeira foi instalado perpendicularmente ao solo em uma r

€0 O
plana. Devido aos fortes ventos, trés cabos de aco, de mesmo comprimento, seréo ins’rolodo
dar sustentacdo cao mastro. Cada cabo de aco ficard perfeitamente esticado, com c‘
extremidade num ponto P do mastro, a uma altura h do solo, e a outra extremidade, num pon o)

Os cabos de ago formam um angulo o com
P o plano do chdo e instalacdo:

Por medida de seguranca, hd apenas trés
opcoes de instalacdo:

-opcdol:h=1Tme a=30°
-opcdoll:h=12me a=45°
-opgdoll:h=18me a=60°

SuperProfessor®

A opcdo a ser escolhida € aquela em que a medida dos cabos seja a menor possivel.
Qual serd a medida, em metro, de cada um dos cabos a serem instalados?

a) 223‘/5 b) 1W2 c) 1242 d) 1243 e) 22

ESPAGO PARA RESOLUGAD

1 1 . (ENEM) Para determinar a disténcia de um barco até a praia, um navegante utilizou o seguinte
procedimento: a partir de um ponto A, mediu o &ngulo visual a fazendo mira em um ponto fixo P
da praia. Mantendo o barco no mesmo sentido, ele seguiu até um ponto B de modo que fosse
possivel ver o mesmo ponto P da praia, no entanto solbb um angulo visual 2a. . A figura ilustra essa
situacdo:

AULA 01 — TRIGONOMETRIA

P :

Trajetoria do barco
_.,

A
Suponha gue o navegante tenha medido o dngulo a = 30° e, ao chegar ao ponto B, verificou
que o barco havia percorrido a distGncia AB = 2000 m. Com base nesses dados e mantendo a
mesma trajetdria, a menor disténcia do barco até o ponto fixo P serd

a) 1000m . b) 1000v3m . c) 2000§m . d) 2000m . e) 2000v3m .

ESPACO PARA RESOLUCAO
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EXERCICIOS NIVEL 3 - ### 5~

1 2. (ENEM) Ao morrer, o pai de Jodo, Pedro e José deixou como heranga um terreno retangular de

3km x 2km que contém uma drea de extracdo de ouro delimitada por um quarto de circulo de
raio 1km a partir do canto inferior esquerdo da propriedade. Dado o maior valor da drea de
extracdo de ouro, os irmdos acordaram em repartir a propriedade de modo que cada um ficasse
com a terca parte da drea de extracdo, conforme mostra a figura.

| 3 km |
! 1

Tt

_ Em relacdo & partilha proposta, constata-se que a
porcentagem da drea do terreno que coube a Jodo
corresponde, aproximadamente, a

Considere: ‘g—g =0,58.

Pedro
2km

a) 50% b) 43%. ¢)37%. d)33%. e) 19%.

Josa

ESPACO PARA RESOLUCAO

b) 224,6

ESPACO PARA RESOLUGAO

\m
MKTEMATI
F\

<
[a%4
—
LLI
=
9
74
9
9
(2’4
1 3 (UERJ = RJ) Admita que uma pessoa na posicdo P avista o ponto A mais alfo de um morro sob '—I
um angulo de 40°. Ao caminhar 100 m sobre a reta horizontal PB, até a posicdo Q, ela avista o -
mesmo ponfo sob o dngulo de 50°. O esquema a seguir representa essa situacdo, sendo AB a 2
altura do morro em relacdo a reta horizontal PB. 3
<
A Considere os seguintes valores das razoes
tigonométricas:

o Sen o [ERS tg o

40° 0,64 0.77 0,84

50Q 40 P 50° 0,77 0,64 1,19

B [ |
100 m
A altura AB, em metros, € igual a:
a) 212,0 c) 232,0 d) 285,6
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. (FUVEST = SP) Na figura, tem-se AE paralelo a CD, BC, paralelo a DE, AE =2, o =45°, B

Nessas condigcoes, a distGncia do ponto E ao segmento AB é igual a

A B

a) V3

\ H\/ ‘fg(r()’)

AULA 01 — TRIGONOMETRIA

a) x=5043 ey=50
b) x =6043 ey =303
€) x=10J3 ey=10
d) x=%ey=5«/§
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Resolucdo do Exercicio 1:

a)

<]

b)

sen(60°) = 0
X

cos(60°) =

x\/§=180:>x=

1

B3

x=100«cos30°=100~7=

N3 _90
2 X
180

Ng

y 1
60+/3

2y =603 = y=30/3m

= — =
2

D

— = X=

y=100-sen30°=100-§=50

50.4/3

Aplicando o seno de 30° temos:

60/3 m

y

60+/3

c) O fringulo ABD ¢ isdsceles, logo podemos
frabalhar assim:

« TRIGONOMETRIA — RESOLUGOES — AULA 01 T

\\,

d) Como DCB=CBD =30° BD=DC = x.
tringulo ABC, tfemos:

No

B

No fringulo ABD, temos:

V3 _5V2_
X

sen60° =

1046

3

S X

Resolucdo do Exercicio 2: [D]

O comprimento L da ponte vale:
tg60° = 22
AC

-t
17 50
.L=85m

Resolucdo do Exercicio 3: [B]

Utiizando a relacdo de tangente do dangulo
28°, temos:
tg(28°) = cateto o.posto 0,53 = altura
cateto adjacente 45
altura = 23,85 m.

Resolucdo do Exercicio 4: [B]

Seja h, em meftros, a altura do baldo em
relacdo ao solo. Logo, femos

t960°=ﬁ<:>4\/§~\/§=h—2

443

< h=14m.

Portanto, segue que aresposta é % =7s.

\

"
MKTEMKTI
F\

N

a

AULA 01 — TRIGONOMETRIA
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R&solucdo do Exercicio 5: [E] Resolucdo do Exercicio 8: [B]

Como DC =B(C, o tridngulo retédngulo BCD é

também isosceles, e BDC = CBD = B. Logo, B = Como BOU =60° (Gngulo externo do trié C‘
45°. ] BOL), no triéngulo BOU, temos:
Medida da hipotenusa AB:
- B E A
AB? = 122 + 52 S
AB =169 300~
AB=13cm RN
Sendo assim: ) y RN -
BC 5 RSN
senq = — = 33 2cm ~_
AB AN
~ @
600 300 \\ g
Resolucdo do Exercicio 6: [E] U X 0 2 cm L3
Colocando as medidas na figura, tem-se os 60° 1 X 1
seguintes valores: COSOL =5 =5 = x=1cm
7
C_l |_B sen60°=§=%:>y=\/§cm
5 Logo, a drea do reténgulo BALU é igual a:
A=(1+2)-3

/Dn 12 . A =33 cm?
/’ . Resolucdo do Exercicio 9: [B]
Z

. <

- ' &
aCH | 1
E 15 A s o)
Com isso, é possivel calcular a tangente a partir Z
da definicdo, tgh = & =7 Q
BY=Ca T @)

d %

'—

Resolucdo do Exercicio 7: [C] [
)

o ) <

60 o] 45 3

X  1200-d H d Y <

YH=ZH=de XH=1200-d.

Logo, no triGngulo XHZ, temos:

g % _@ . d
Ai 374 m =B H B tgGO =m
No fringulo ABC, temos: 19 = _4d
. . N 11 1200-d
30-d=19-1200
No friingulo HBC, temos: e 19.1200
sen60°=% 30
d=760m
5 n A d=760m|

—=——>=h=374.—=|h=3179m
2 374 2

/ . m*:w;.’\f'g( ° > ) Q%
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R&solucdo do Exercicio 10: [C]

O comprimento x dos cabos é dado por:

h h
sena =—=X=
X sena

Para cada opcdo, temos:

X —L—ﬂ:x =22m
'~ sen30° % !
12
X =X, =122 m=16,9m
o= sen45° \/_/ ! J_
18 18
X =X =1243 m=20,8m
n = Ssen60° \/—/ 1 \/—

Logo, a medida dos cabos a serem instalados é
de 12y2m.

Resolucdio do Exercicio 11: [B]

o
Rierbise

30°
A 2000m B C

AABP éisésceles (AB-BP=2000)
No A PBC Temos:
d
sen 60° = m
V3 d

2 2000
d = 1000V3 m

Resolucdo do Exercicio 12: [E]
No fringulo assinalado (Jodo) temos:

X 3
tg30° = 3 ox= 2% = 20,58 = 1,16
_1L16-2

=116

1,16

Em porcentagem: —= 19%

1 km

o

1 km

Resolucdo do Exercicio 13: [D]

Dos tringulos ret@ngulos da figura, obtemos:

A
h
50° 40°
B X Q 100m P
h h
tg50° = — X=_——
X h = 119 h :%VIOO:%z
tg40° = x+100=—— ° '
x+100 0,84
NN 00 MN=084h 66 350 — 9996
0,84 119 0,84-119
~h=2856m

\
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No triéngulo destacado, temos:

AULA 01 — TRIGONOMETRIA
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Lei dos senos:

= TEHG@M@MEWUA

AULA 02

TRIGONOMETRIA NO TRIANGULO QUALQUER

a?=b*+c? —ZchcocA

b*=a’+c* —’)accosb‘

‘ c?=a’+b*-2abcos ¢

Lei dos Cossenos

Num fringulo qualquer, o quadrado da
medida de um lado é igual & soma dos
quadrados das medidas dos outros dois lados,
menos duas vezes o produto das medidas
destes lados pelo cosseno do dngulo formado

por eles.
A

a

lo2=b2+c2 —-2.b.c.cos Al

|b2202+c2—2.o.c.cos B|

c?=a2+b2-2.a.b.cos C|

Resolucdo:
Aplicando o teorema dos cossenos, vem:
a2=b2+c2-2.b.c.cos A

X2=42+32-243 . cos 60°
x2=16+9-24.(1/2)

x2=25-12
x2=123
x=423

E
Lei dos Senos

Num friGngulo qualquer, os lados sdo
proporcionais aos senos dos adngulos opostos. A
razdo de proporcdo € o didmetro da
circunferéncia circunscrita ao triGngulo.

a o) C
= = = 2R
senA senB senC

A

a) A medida do lado BC

b) A medida do
circunscrita

raio da circunferéncia

Resolucdo:

a) Pelo teorema dos senos, vem:

X _ 4 X 4
sen60® sen4as® V3 2
2 2
= 2x =43
_4B 2
T2

X = 2\/—

\QO P

—.\—'"""\

ASSISTA A AULA

AULA 02 — TRIGONOMETRIA
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O _re 26
sen A sen 60°
26 NE)
—— =2R=>2J6="F.7R
&R ?
2
:>R—2\/Z V3

RN

2.342
R=3T=2ﬁ

Classificacdo dos
Tridngulos

medida do maior lado. Acompanhe:

Tringulo Acutédngulo

b

Nesse caso, a < 90°. Logo cos a > 0.

—-2b.c.cosa <0

membros, vem:

b2+ c2-2b.c.cosa <0+ b2+ c2
a2< b2+ c2

Tridngulo Reté&ngulo

o

b

Nesse caso, a = 90°. Logo cos a = 0.
o2=b2+c2-2b.c.cosa
a2=pb2+c?2-2b.c. (0)

a2=b2 + ¢2

Com o auxilio do Teorema dos Cossenos, a partir
dos valores dos valores lados a, b, ¢ podemos
classificar os ftringulos em acutdngulo (3
angulos agudos), ret@ngulo (1 dngulo refo) ou
obtus@ngulo (1 dngulo obtuso). Considere para
isso, o valor da medida do lado a como a

Somando b2 + ¢c2 aos dois

Tringulo Obtusdngulo

b

Nesse caso, a > 90°. Logo cos a < 0.

-2b.c.cosa >0

membros, vem:

b2+ c2-2b.c.cosa >0+ b2+ c?
a2> b2+ c2

Em resumo, temos:

Sejam a, b e ¢ lados de um triGngulo e
considerando a, o lado maior temos:

Somando b2 + ¢2 aos dois

-

r 3\
© a?<b?+c2 & triangulo acutangulo A

-

L° a? = b?+ c2 & triGingulo retdngulo h

,

L

© 2> b2+ c2 & triangulo obtusangulo k

N s
[ =~
i I
Figue atento!
\ / = ° .
=g - Para o + = 180°, temos:
sena=senP e cosB=-cosa
Exemplos:
sen 150° = sen 30° = %
cos 135° = —cos 45° = _12_2_
etV T
° \.
s

AULA 02 — TRIGONOMETRIA
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. Num paralelogramo, cada dngulo agudo mede 30° e os lados que formam cada um desses @
medem 343 cm e 5 cm. Calcule a medida da menor das diagonais desse paralelogramo. ‘

a) V6 cm b) V3 cm - 3J3cm d) V7 cm e) 1543 cm

ESPACO PARA RESOLUGAD

3. Considerando a figura calcula-se que a medida do lado x é:

A
45°
5+6 cm O) \/§+\/§
b) 1+/3
c) 10
. 60 . d) V3
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4. (UFPR = PR) Dois navios deixam um porto ao mesmo tempo. O primeiro viaja a uma velocidade de

16 km/h em um curso de 45° em relagdo ao norte, no sentido hordrio. O segundo viagja a uma
velocidade 6 km/h em um curso de 105° em relacdo ao norte, também no sentido hordrio. Apds
uma hora de viagem, a que distncia se encontrardo separados os navios, supondo que eles
tenham mantido o mesmo curso e velocidade desde que deixaram o porto?

a) 10 km. b) 14 km. c) 15 km. d) 17 km. e) 22 km.

ESPAGO PARA RESOLUCAD
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5. (UFPB —PB) A prefeitura de certa cidade vai construir, sobre um rio que corta essa cidade, uma ponte

que deve ser reta e ligar dois pontos, A e B, localizados nas margens opostas do rio. Para medir a
dist@ncia entre esses pontos, um topdgrafo localizou um terceiro ponto, C, distante 200m do ponto A
e na mesma margem do rio onde se encontra o ponto A. Usando um teodolito (insfrumento de
precisdo para medir adngulos horizontais e &ngulos verticais, muito empregado em trabalhos

topogrdficos), o topdgrafo observou que os dngulos BC A e C A B mediam, respectivamente, 30° e
105°, conforme ilustrado na figura a seguir.

Com base nessas informacgodes, é correto afirmar que a disténcia, em
metros, do ponto A ao ponto B é de:

a) 2002
b) 1802
c) 15042
d) 1002
e) 502
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6. (UFRGS - RS) Na figura abaixo, hd dois hexdgonos regulares de lado a com o vértice B em comum.

Os pontos A, B e C sdo colineares.
A

A disténcia entre os pontos Ae C é

a) ?q b) ?o. c) J3a. d) 243 a. e) 33 a.

/ ® MA“:N}J{ ® > : 'é
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. (PUC —RS) Uma empresa gaucha possui frés grandes centros de distribuicdo nas cidades de Pelo
Porto Alegre e Santa Cruz do Sul. O transporte de suas cargas é feito por aeronave e o per O I

entre as cidades é feito em linha reta, conforme a figura abaixo.

A distancia, em linha reta, de Pelotas a Porto Alegre
v é de 200 km e a disténcia de Pelotas a Santa Cruz
do Sul é de 250 km. Sabendo que a aeronave saiu
de Porto Alegre e levou 30 minutos para chegar a
Santa Cruz do Sul, qual foi a velocidade média da
aeronave, em km/h2 Considere cos g =0,8.

\/_/

Erechim ®

Passo Fundo
.

Caxias do Sul
.

Santa Cruz
do Sul  Novo Hamburgo

Uruguaiana Santa Maria®

.
Porto Alegre

a) 100
b) 150
c) 300

d) 350

ESPACO PARA RESOLUGAD
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. (UFRGS - RS) Na figura abaixo, ABCD é um paralelogramo tal que suas diagonais medem AC :@

BD = 10 formam um angulo de 60°.

D C O‘

/ ,7 As medidas dos lados do paralelogramo
ff’ ABCD sdo
a) ée12.
- 60° b) 7e15.
/ f,f c) e 2V17.
P \/ d) 7 e v129.

e) 9 e+129.

Supe ol o

ESPAGO PARA RESOLUGAD

1 0 (UFRGS - RS) Na figura abaixo, ABC & um tringulo equildtero de lado 6. O ponto D € ponto médio
do lado AC, e a medida de EB é 2.
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; O perimetro do triingulo AED é

a) 5++/5.
b) 7 + /5.
c) 10 ++/5.
y d) 7 +V13.
e) 10 ++13.




r y y ¥y ryryi

1 1 « (UECE - CE) Em relacdo a um tridngulo cujas medidas dos lados sdo respectivamente 3m, 5m e

7 m, pode-se afirmar corretamente que a soma das medidas, em graus, dos seus dois menores
angulos internos € igual a

a) 50. b) 60. c) 70. d) 80.

1 2. (UNICAMP - SP - adaptada) A figura seguinte mostra um triingulo ret@ngulo ABC. O ponto M é o
ponto médio do lado AB, que € a hipotenusa.

C ,
O valorde cosa €

SuperProfessor®

AULA 02 — TRIGONOMETRIA
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. (ENEM) Sejam a, b e ¢ as medidas dos lados de um tringulo retdngulo, tendo a como medidad
da hipotenusa. Esses valores a, b e ¢ sdo, respectivamente, os di@metros dos circulos Ci, C2 & |

como apresentados na figura. n@
Observe que essa construcdo assegura, pelo teore e

Circulo C;
PitGdgoras, que drea C, = area (C,) + area (Cj).

Um professor de matemdtica era conhecedor dessa
construcdo e, confraternizando com dois amigos em uma
pizzaria onde sdo vendidas pizzas somente em formato de
circulo, lancou um desafio;: mesmo sem usar um
instrumento de medicdo, poderia afirmar com certeza se a
drea do circulo correspondente a pizza que ele pedisse era
maior, igual ou menor do que a soma das dreas das pizzas
dos dois amigos. Assim, foram pedidas frés pizzas. O
professor as dividiu ao meio e formou um triGngulo com os
di@metros das pizzas, conforme indicado na figura.

Circulo C4

SuperProfessor®

Circulo C,

Meia pizza do

professor

de matematica . . .

A parfir da medida do dngulo o, o professor

afirmou que a drea de sua pizza € maior do que a

Meia pizza soma das dreas das outras duas pizzas.

do amigo 1

A drea da pizza do professor de matemdtica é
maior do que a soma das dreas das outras duas

pizzas, pPois
Meia pizza E
do amigo 2 3
a) 0°<a<90° b) a =90° c) 90°<a <180° d) a =180° e) 180° < a < 360°
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a) 7

b) x=+27
c) 1ou3
d) 13

e) 842
f) 446
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Resolucdo do Exercicio 1:

&\, TRIGONOMETRIA — RESOLUGOES — AULA 02 NS

a)
Aplicando o teorema dos cossenos, vem:

a2=b2+c2-2.b.c.cos A
x2=82+52-28.5. cos 60°
X2 = 64 + 25 - 80.(1/2)

x2 =89 - 40

X2 = 49

x=7

b)
Aplicando a Lei dos Cossenos:

x2=62+3%2—-2-6-3cos60°
1
x2=36+9-2-6-3-2

x? =45—-18
x? =27
x =27

c)
Aplicando o teorema dos cossenos no fridngulo
ABC, temos:

2
137 =42+ x2 2.4 .x-cos60°

13 =15+ x> - 8x-

N| =~

X2 —4x+3=0

Resolvendo a equacdo do segundo grau, temos
x=1ou x=3.

Resposta: 1 cm ou 3 cm.

d)
x? =72 +(54/2)? =27 -5+/2 -cos135° =
Z)

x? =49+50—2-35J§-[—7 =

x%2 =169 =

Pelo feorema dos senos, vem:

X :8\/5 x_8\/§

sen45°  sen60° - \/E - \/5
2 2

—J3x=8J3+2

.'.x=8\/§

f) Aplicando o teorema dos senos no tringulo
assinalado e admitindo que o = 45°, temos:

x __8 :Q.x:&ﬁ:
sen 60° sen 45° 2 2
843
x="X2 5 x =46
J2

Resolucdo do Exercicio 2: [D] <
Aplicando o teorema dos cossenos, temos: E
d2 =52+ (3+/3)2-2.5. 34/3 .cos30° s
O

d2=25+27 -30\/5.£ v
2 O

d2=52-45 ©)
d=7 =
N

o
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Interbits®

3J3

Resolucdo do Exercicio 3: [C]

Aplicando a lei dos senos, chegamos a:

X 56 x 56
send5°  sens0° 2 3

zZ Z

:>X\/§=5«/Z.x/§:x=%

= X =54 = x=10

Resolucdo do Exercicio 4: [B]

Depois de uma hora de viagem o navio 1 (Ni)
terd percorrido 16 km e o navio 2 (N2) terd
percorrido 6 km.

Temos, entdo, a seguinte figura:

N
>
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Resolucdo do Exercicio é: [D]

Interbits®

Valor de x na figura abaixo:

SuperProfessor®

Np

2 .2, .2
A . X =a“+a“—-2-a-a-cos120°
Sendo d a disténcia entre os navios, temos:

02 =162 + 62 -2.16-6-cos60° X2=232_232.[_%]
2 1

d —256+36—192(E] 2 0a? o a?

d% =196 x=+/3a

= <
d=14km Portanto, a dist@ncia entre A e C vale: o
AC =24/3a g
Resolucdo do Exercicio 5: [D] _ . %
Resolucdo do Exercicio 7: [C] )
B )
Se x é a disténcia entre Porto Alegre e Santa [
Cruz do Sul, entdo, pela Lei dos Cossenos, temos [
x2 = 2002 + 2502 —2.200-250 - cosp < S
x? = 40000 +62500-2-200-250-0,8 < é
x2 = 22500 = 3
x =150km.

Portanto, como 30min:%h, segue que a

Interbits®

resposta é
150
sen30° sen45° 2
X - ﬁ =200- 1 Resolucdo do Exercicio 8: [C]
2

200
J2
X =100+/2m

Os angulos ADB e ABD s&o iguais, pois
AD=AB. Como DAB=60° devemos fer

ADB = ABD =60°. Analogamente, BDC = 60°.No
tringulo BDF, temos:

\

(V4

weidd e
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y>?=82+5%2—-2-8-5-cos120°

1
y2=64+25+80-5 O
~y=+v129

Resolucdo do Exercicio 10: [D]

SuperProfessor®

Aplicando a lei dos cossenos no tridngulo AED,
obtemos:

SuperProfessor®

Aplicando a lei dos cossenos no fringulo BDE,
chegamos a:
x? =22 +62-2.2.6-c0s60°

x2=4+36—2-12-i B 6 C

Z

2 _ g2 2_9.4.13. °
X2=28 x“ =443 2:-4-3-cos60

1

2 —7. -

x=+/28 x*=16+9—-2-12 >
x=+v13

Logo, o perimetro do triingulo AED vale 4 + 3 +

V13 =7 +13.

Resolucdo do Exercicio 9: [D]

No tringulo BOC, temos:
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Resolucdo do Exercicio 11: [B]

Como queremos a soma dos dois menores,
podemos encontfrar esse valor fazendo a
diferenca enfre 180° e o maior dngulo. Para
obter o maior dngulo, podemos usar a lei dos
cossenos, assim, 72=32+52—-2-3-5-cos8 -
cosd = —%. Dessa maneira, 68 = 120° e fazendo

180° - 120° = 60°.

SpmPrismom

Resolucdo do Exercicio 12: [A]

Como M é o ponto médio da hipotenusa do
tringulo ABC, ele também é o seu circuncentro
(centro da circunferéncia circunscrifa  ao
fridngulo). Dessa forma, temos que

AM=MB =CM=5.

x2=52482—-2.5.8-cos60° Aplicando o teorema de Pitdgoras no fridngulo
1 ABC, obtemos:
x?=254+64—-80-

2 AB? = AC? +BC?
x = V49

.‘.X=7

102 = 62 + BC?
BC =100-36

BC=8

\QO- v - > O%
w =

No fringulo AOB, femos:




g \ V77777 4

licando a lei dos cossenos no tringulo BMC,
obtemos:

BC? = CM’ +MB? — 2CM-MBcos «
82 =52 152 _2.5.5¢c0sa

64 =25+25-50cosa

50cosa =-14

7
cosa =——
25

Resolucdo do Exercicio 13: [C]

Sendo 2n, 2r2 e 2rm, respectivamente, os
di@metros das pizzas do amigo 1, do amigo 2 e
do professor de matemdtica, sabendo que a
drea da pizza do professor & maior do que a
soma das dreas das outras duas pizzas, temos
que:

AULA 02 — TRIGONOMETRIA

T[er > Tl.'r12 + T[r22

i +12 —iy? <0 ()

Pela lei dos cossenos, também sabemos que:
2 2 2

(2n)” =(2r)" +(2ry)" —2-2r; - 2ry cOS X

rM2 = r12 + r22 -2, cosa

2,.2 2
N~ 4+ —n
cosa=—+"—2 "M
fir2

Utilizando o resultado (I) em (ll), obtemos
cosa <0. Dessa forma, como o <180° (pois &
angulo interno de tringulo), podemos concluir
que 90° < a <180°.
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Unidades de medida de angulos

e Grau: Se dividirmos uma circunferéncia em
360 partes congruentes, cada uma dessas
partes € um arco de medida um grau (1°)

°= 3—iodo circunferéncia que o contém

Submultiplos do Grau: 1 grau pode ser dividido
em 60 minutos (1° = 60°) e ainda 1 minuto pode
ser dividido em 60 segundos (1'=60"")

e Radiano: 1 radiano é a medida de um arco
cujo comprimento € igual ao raio da
circunferéncia na qual se enconfra o arco a
ser medido.

comprimento = 2r

ASSISTA A AULA

r N

Comprimento de uma circunferéncia
Conversdo de unidades

O comprimento de uma circunferéncia é dado por:

C=2mn.1

Isso nos indica que o raio “cabe” 21T vezes nesse
comprimento. Logo, como um arco de
comprimento igual ar mede 1 radiano, um arco
de comprimento 2nir mede 2rrad. Dai vem que
2nrad e 360° sdo equivalentes.

360° & 2rn rad| ou ainda: {180° & = rad

Determinar, em radianos, a medida do arco 120°

180° «» m rad _120°m  2m

Solugdo: —x=
120° <> x rad 180° 3

. . Sn
Determinar, em graus, a medida do arco — rad.
3

o 5"380"%
3

Solucdo: x =

Quanto mede, em graus um arco de 1 radiano?

Solucdo: Como n rad (aproximadamente 3,14

rad) correspondem a 180°, podemos fazer a

seguinte comparacdo:

{3,14rod<—>180° 180°
—>X=

=57,3°
Tradex 3,14

Portanto, 1 radiano vale aproximadamente 57°

AULA 03 — TRIGONOMETRIA
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Circunferéncia tfrigonométrica

Denomina-se  circunferéncia  trigonométrica a
circunferéncia de raio unitdrio, com centro na origem
de um sistema cartesiano. Adota-se por convengdo
o sentido anti-hordrio como sentido positivo de
orientacdo dos arcos, e o sentido hordrio como
senfido negativo de orientacdo dos arcos.

= d
5
@
o] A(1,0))0° ”
360° | o
30 2 2nrad
D =
3n
==~ rad | 270°
2

Perceba que os eixos coordenados dividem a
circunferéncia em quatro partes, que a partir de
agora, chamaremos de quadrantes.

» 1°quadrante: arcos entre 0° e 90°, medidos a partir
da origem.

» 2° quadrante: arcos entre 90° e 180°, medidos a
partir da origem.

» 3° quadrante: arcos entre 180° e 270°, medidos a
partir da origem.

» 4° quadrante: arcos entre 270° e 360°, medidos a
partir da origem.

Arcos COngruos

Dois ou mais arcos sdo céngruos quando a
diferenca entre seus valores & um multiplo de
360° ou 2r rad.

Exemplo: 37_13_11
3 3 3
Veja que:
e_T.on0 .7—H:E+2n.] o]3—n=E+2n.2
3 3 3 3 3

/o_\~<
w|a
3 ©
Q
w|a
/// \\\
’ \
/ \
/ \
/ \
,K\‘*
S
x

Veja que esses arcos possuem da  mesma
extremidade e diferem apenas no nUmero de

simétricos nos demais quadrantes. A medid
cada arco simétrico de x nos demais
quadrantes, em graus ou radianos, é:

Simétrico de x no 2° quadrante = 180° — x (r — X).
Simétrico de x no 3° quadrante = 180° + x (& + X).
Simétrico de x no 4° quadrante = 360° - x (2r - X).

180° : f 0°

n=180° 0=360°

voltas. A expressdo  x=Tiokmke7 €
3
) N T Iz _ 7100
denominada express@o geral do arco de =, onde 6
3
T é a primeira determinacdo positiva.
3
O . / \F \
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1 . Complete a tabela abaixo:
30°
120°
3152

o
3

w3 |8 ||

2. (UDESC - SC) O relogio Tower Clock, localizado em Londres, Inglaterra, € muito conhecido pela sua

precisdo e tamanho. O dngulo interno formado enfre os ponteiros das horas e dos minutos deste
reldgio, desprezando suas larguras, ds 15 horas e 20 minutos é:

T T T T
a)— b)— c)— d)— e)—
12 36 6 18 9

3. (UECE - CE) Em um reldgio analdgico circular usual, quando a hora observada é 6n20min, a medida
em graus do menor &ngulo entre o ponteiro das horas e o ponteiro dos minutos é

a) 68 b) 62 c) 65 d) 70

ESPACO PARA RESOLUCAD /=
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. ( ENEM ) Nos X-Games Brasil, em maio de 2004, o skatista brasileiro Sandro Dias, apeligddo
“mineirinho”, conseguiu realizar a manobra denominada “900”, na modalidade skate ver
tornando-se o segundo atleta no mundo a conseguir esse feito. A denominag¢do *900" refere—o‘
numero de graus que o atleta gira no ar em torno de seu préprio corpo, que No Caso, corresponde
a

a) uma volta completa

b) uma volta e meia

c) duas voltas completas
d) duas voltas e meia

e) cinco voltas completas

ESPACO PARA RESOLUCAO

5. Determine a soma dos nUmeros associados as proposicoes verdadeiras:

01. Quanto ao arco 4555°, é correto afirmar que pertence ao terceiro quadrante e tfem como um
de seus arcos cdngruos o dngulo de 4195°

02. Umrelégio marca que faltam 20 minutos para o meio-dia. Entdo, o menor &ngulo formado pelos
ponteiros das horas e dos minutos é 110°

04. 400° e 940° sGo arcos cdngruos

08. Na competicdo de skate a rampa em forma de U tfem o nome de verf, onde os atletas fazem
diversas manobras radicais. Cada uma dessas manobras recebe um nome distinto de acordo
com o total de giros realizados pelo skatista e pelo skate, uma delas € a "“180 allie frontside”,
que consiste num giro de meia volta. Sabendo-se que 540° e 900° sGdo congruos a 180° um atleta
que faz as manobras 540 Mc Tuist e 900 realizou giros completos de 1,5 e 2,5 voltas
respectivamente.

16. A medida de um angulo a é 1 radiano. A medida de o em graus € tal que 50° < a < 60°
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ESPACO PARA RESOLUCAD
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6. (UEG - GO) Dois pontos percorrem uma circunferéncia de raio unitdrio em sentidos contrdrios,

partindo do mesmo ponto no mesmo instante. Um percorre a disténcia de % rad no sentfido anti-

. 431 . - ,
hordrio e para, enquanto o outro percorre v rad no sentido hordrio e também para. Quando os

dois pontos terminam o percurso, a distdncia entre eles é
a) Erc;d b) Erc1d c) Erc1d d) Ercld e) 2—Trrad
6 3 4 2 3

ESPACO PARA RESOLUGAD [ =

7. (UEPG - PR) Sobre arcos e éngulos, assinale o que for correto.

01. O menor dngulo formado pelos ponteiros de um reldgio que estd marcando 1 hora e 40 minutos
é 170°.

02. Um trem desloca-se na velocidade constante de 60km/h num trecho circular de raio igual a
500m. EntGo, em um minuto ele percorre um arco de 2rad.

04. Uma pessoa caminhando em volta de uma praca circular descreve um arco de 160° ao
percorrer 120m. O di@metro da praca € maior que 100m.
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08. Em 50 minutos, o ponteiro dos minutos de um relégio percorre %Trod.

ESPACO PARA RESOLUGAD
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. (ENEM) Sobre um sistema cartesiano considera-se uma malha formada por circunferéncias de
com medidas dadas por nUmeros naturais e por 12 semirretas com extremidades na ori

separadas por &ngulos de grod, conforme a figura.

- - A T~ /N N
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Suponha que os objetos se desloquem apenas pelas
semirretas e pelas circunferéncias dessa malha, ndo
podendo passar pela origem (0; 0).

Considere o valor de m com aproximagcdo de, pelo
menos, uma casa decimal.

Interbits®

Para realizar o percurso mais curto possivel ao longo da
malha, do ponto B até o ponto A, um objeto deve
percorrer uma disténcia igual a

21.1 21.2
+

a) ——+8 b) +2
3

6 ) 211.3+4 d) 211.4

+2 e 2m.5
3 3 3 3
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9. (ENEM) Pivd central € um sistema de irrigagdo muito usado na agricultura, em que uma drea circular

é projetada para receber uma estrutura suspensa. No centro dessa drea, hd uma tubulacdo vertical
gue transmite dgua através de um cano horizontal longo, apoiado em torres de sustentacdo, as quais
giram, sobre rodas, em torno do centro do pivd, também chamado de base, conforme mostram as
figuras. Cada torre move-se com velocidade constante.

Um pivo de trés torres (Ti, T2 e Ts) serd instalado em uma
fazenda, sendo que as disténcias entre torres consecutivas
bem como da base & torre Ty sdo iguais a 50 m. O

fazendeiro pretende ajustar as velocidades das torres, de
tal forma que o pivd efetue uma volta completa em 25
horas. Use 3 como aproximagdo parda .

Para atingir seu objetivo, as velocidades das torres Ty, T2 e Ts
P— devem ser, em metro por hora, de

a) 12,24 e 36
: b)6,12e18
| c)24eé

d) 300, 1200 e 2700
e) 600, 2400 e 5400

AULA 03 — TRIGONOMETRIA
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01. A medida angular de um arco de circunferéncia € igual ao dngulo central que form

e

02. O comprimento de um arco de circunferéncia é numericamente igual ao dngulo central que
forma esse arco em qualquer circunferéncia.

« (UEM - PR) Sobre trigonometria, assinale o que for correto.

. . A . , T A~
04. Se o comprimento de um arco de uma circunferéncia & 7 e se o dngulo central que o forma
€ de 45°, entdo o raio da circunferéncia é 1.
A . T
08. O dngulo de -300° é congruente a 3

16. Suponha que a distdncia do seu ombro até a ponta do seu dedo tem 1,10m. Entdo a medida
do arco desenhado no ar pela ponta do dedo ao mover o braco da posicdo paralela ao

, . . . 11
corpo até a posicdo perpendicular € de %nm.

ESPACO PARA RESOLUCAD
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120° 2?1:
315° 2
200° "’T"

9° 5_%
240° an
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Resolucdio do Exercicio 1:

Resolucdo do Exercicio 3: [D]

A cada 5 minutos corresponde um angulo de
3607 0 +a = 30°

12
resultado pedido.
Por outro lado, como o dngulo 6 corresponde
ao deslocamento do ponteiro das horas, em 20
minutos, segue que

=30°. Logo, sendo a O

~20min-30°
60min

10°.
Desse modo,

10°+a=30°©a=20°=grad.

- . Ponteiro das horas Ponteiros dos
Resolucdo do Exercicio 2: [E] minutos
Considere a figura.
3090 60 minutos

mrad - 180° _(30°)(rrad) _ 1
S x=+—=———=—rad
X - 30° 180° 6
mrad - 180° = (120°)(rrad) _ 2mrad
X - 120° 180°
mrad - 180° = (315°)(mrad) _ 35mrad _ 7rrad
X - 315° 180° 20 4
1 10(180°) 1 °
Erod: 0(80): 800 — 200° — . .
9 9 2 Quando o reldgio marca 6h20min, a medida do
menor éngulo formado pelos ponteiros de um
180° reldgio serd dada por:
erd=(8o )=9° a=30°+30" +x
20 20
Determinando o valor de x através de uma
4—“er _ 4(180°) _ 720° — 240° regra  de trés simples e diretamente
3 3 3 proporcional, temos:

X 20minutos

Portanto:
30_%0 = x=10°
x 20

Logo:
a=30°+30°+10°

a=70°

Resolucdo do Exercicio 4: [D]

900° = 180° + 2.360°
Ou seja, 900° equivale a 2 voltas completas mais
meia volta.

AULA 03 — TRIGONOMETRIA
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R&solucdo do Exercicio 5: [27]

01) Verdadeiro

Dividindo 4555° por 360° obtemos quociente 12
e resto 235°

Concluimos, entdo que o arco tem extremidade
no terceiro quadrante.

Dividindo 4195° por 360 obtemos quociente 11 e
resto 235°

Concluimos, entdo que 4555° é cbéngruo de
4195°

Logo aresposta E € a correta.

02) Verdadeiro

Interbits®

ponteiro das horas ponteiro dos minutos
30° 60 min
X 40 min
Portanto, x = 20°

Logo, « = 90° +20° =110°
04) Falso

400°+360°=1(voltas) —resto(40°)
930°+360°=2(voltas) —resto(210°)

08) Verdadeiro
540°: 360° =1,5 voltas

900° : 360° = 2,5 voltas

16) Verdadeiro
Sabendo que mrad=180° e 1 = 3,14, temos

1rad = 180"
314

=~ 57,32°.

Portanto, segue que 50° < a < 60°.

Resolucdo do Exercicio 6: [A]

Sendo
14—“:41‘[+2—T[
3 3
e
M g Tm_, Tn_Sm
6 6 6 6

podemos concluir que a resposta  é
50 2m m

— - =—rad.

6 3 6

Resolucdo do Exercicio 7: [11]

Considere a a medida do angulo procurado e calculando x, temos:

[01] Correto. O menor é&ngulo formado pelos
ponteiros de um reldgio & 1h 40min é dado

por 5-30°+20° = 170°.

[02] Correto. Como 60km/h =1000m/min, o trem
percorre, em 1 minuto, um arco de
1000-1_ 5 ag.

500

[04] Incorreto. Um arco de 160° corresponde a

160m _ 8—“rad. Logo, tomando m= 3,14,

180 9

segue que o raio da praca é dado por
120 B

—8‘3’14=43m. Portanto, o di@metro da
9

praca é, aproximadamente, igual a 86 m.

[08] Correto. Em 50 minutfos, o pontfeiro dos

minutos de um reldégio  percorre
@-ans—nrad.
60 3

Resolucdo do Exercicio 8: [A]

O menor caminho, por inspecdo, corresponde
ao comprimento de 8 segmentos de reta de
medida igual a 1, somado ao comprimento do
arco definido pelo dangulo cenfral de
4r 2n

—-1=—rad eraio 1, ou seja, 2—TE+8.
6 3 3

\
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R&solucdo do Exercicio 9: [A]

w=2"_0,24m/h
25

V=w-r
v1=0,24-50 =12
V1o =0,24-100 = 24
vr3 =0,24-150 = 36

Resolucdo do Exercicio 10: [29]

[01] Verdadeira. A medida angular de um arco
de circunferéncia é dada pelo valor do
angulo central que forma esse arco.

[02] Falsa. O angulo central que forma o arco é

numericamente igual d medida angular
desse arco, e ndo do seu comprimento.

[04] Verdadeira. Como 45°=%rad, o raio da

circunferéncia é: ;—E
'_
C=6R:>}/=%R:>R=1 g
4 A e
z
[08] Verdadeira. O d&ngulo de -300° ¢é 8
congruente a: E
~300° + 360° = 60° = — rad |
3 ™
o
. . . ’ <
[16] Verdadeira. A medida do arco descrito é )
dada por: <
M=2nR- 0 :2n-1,1-90 :M:mm
360° 360° 20
O‘ . / . Nk"iﬂ*’f\ﬁ’{ R >
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AULA 04

SENO E COSSENO NO CICLO TRIGONOMETRICO  ccsTA A AULA
= v | heo

TRIGONOMETRIA

cos180° = costr =-1
e~ Ponto C:
Definicoes sen180° =senm=0
cos270° = c:os:s—rT =0
Seja a medida do arco AM na circunferéncia PontoD: 2
trigonomeétrica a seguir: sen270° = sens—” =]

Arcos Notdaveis

Osenodea é
a ordenada do
ponto M.

M‘&‘

T
6 m

[ ez \ cos 30° = cosZ =
\

Sl
xy

1
sen30°=sen -~
6 2

B

(0] cosa |JA  x
X O cosseno de a

€ a abscissa do
ponto M.

Y
il
2
&
yA
s
V21 N -
O eixo vertical € chamado de eixo dos senos e 2
R

o eixo horizontal € chamado de eixo dos | cos 45° = cos . -
cossenos. 4

AULA 04 — TRIGONOMETRIA

ST

T
sen45° =sen—=
Observe que seno e cosseno assumem valor 4

mdximo igual a 1 e minimo iguais a — 1 visto que
o raio da circunferéncia frigonomeétrica tem
medida unitdria.

wb
Xy

/

Fl<cosa<le —1<senac<]|

o

o
i N
/wla

COs 60° = cos— =
Seno e cosseno de alguns arcos 3

0 = o —
Arcos Extremos — Pontos dos eixos (A, B, C, D) sen60° =sen-

&
xXy
'\) J—
o[ & !

45°

o
o
O
(=]

& [ @ |(Z)] e

—_
ENE ]
Sy
—_—
w|A
T,

o= N|c§|

cos0°=cos0=1
sen0®=sen0=0

Ponto A :{

cos90° = c:osE =0
PontoB: 2

OO : < wand a
— . —3

sen90° = seng =1
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Arcos Simétricos
Em graus:
2° QUADRANTE: 3° QUADRANTE: 4° QUADRANTE:
cos(180°-x)=-cos x cos(180° +x) = - cos x Cc0s(360° - x) =cos x
sen(180°-x)=senx sen(180°+x)=-senx sen(360°-x)=-senx

Em radianos:

2° QUADRANTE: 3° QUADRANTE: 4° QUADRANTE:
Cos(TT-x) =-cos x COS(TT+Xx) =-Cos X COs(217-X) =Cos X
sen(T-x) =senx sen(1m+x)=-senx sen(2rm-x)=-sen x

N — o

cos150° =-cos 30°=—§ c052]o°=_c05300=_§ cosS1So=cos4So=g
sen135° =sen 45° = g sen225° =-sen 45° = -g sen300° =-sen 60° = _g

SENO E COSSENO DOS ARCOS NOTAVEIS

! , / Em cada ponto: (cos 6, sen 6) )

T o

<
(2’4
i
>3
O
z
O
)
(2’4
'_
|
“®
(@]
<
—all]
]
<

V14

AR - ( = = = = PROJEGAO NO EIXO x: COSSENO = = = == = PROJEGAO NO EIXO y: SENO J

\\WC Ql: (+,+) QIl: (-,+) Qlll: (-,-) QIV: (+,-) )

< ® NA“ZM*I."\FJ( ° > . Q %
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1 . Determine a soma dos niUmeros associados ds proposicoes verdadeiras:

sen90°.cos0° +cos180°.sen270° &0
sen’0° +cos’180°
02.Sendo A = 60° e B = 120°, temos senB=sen AecosB=-cos A
04.Se A + B =360° entdo sen A =sen B
08. A equacdo sen x = 2m - 9 admite solucdo para4<m<5
16. cos 165°+sen 155°-sen 25°+cos 15°=0

32.sen 140° = sen 40°
64. cos 250° = cos 70°

01. O valor numérico da expressdo

2. (UERJ = RJ) O circulo a seguir tem o centro na origem do plano cartesiano xy e raio igual a 1. Nele,

AP determina um arco de 120°
AY $

As coordenadas de P sdo:

IR
J

AULA 04 — TRIGONOMETRIA
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. Determine o seno de 1935° e marque a op¢do correta.

a) g o) 1 o) % d) % e) —g

ESPACO PARA RESOLUCAD

4. (UFJF=MG) Considere o ciclo trigonométrico, os pontos A, B, C, D, E e os nUmeros b, ¢, d, e conforme
a figura abaixo

B

A relacdo correta entre b, ¢, d, e:

c b=cos,&\B
A c=cos AC 0)c<d<b<e
d = cos AD b)c<b<e<b

E ~
e =cos AE C)b<e<C<d

djd<b<c<e
e)d<e<b<c

5. O valor de cos (2.280°) é

a) % o) % c) -

ESPACO PARA RESOLUCAD

(V4

L] MA.,—M%*I L
=M
A

AULA 04 — TRIGONOMETRIA
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6. (PUC - RJ) Seja x = 12cos(]67ﬂj +6sen(%). Assinale o valor de x:

a) -3 b) -1 c)o d) n

ESPACO PARA RESOLUCAO

7. (CEFET - MG) A figura abaixo representa uma circunferéncia trigonométrica em que MN é diémetro
o 5m .
e o dngulo a mede - radianos.

YA
A razdo entre as medidas dos segmentos AB e AC é

a) 264/3. b)) V3. ¢ g d) ?

<V

Interbits®

<
%
i
>
©)
Z
O
O
%
'—
|
b
o
<
1
3]
<

8. (UPF — RS) Reescrevendo os dados da tabela em forma de maitriz, temos:
11,75 24,5 6,7

2,4 12 1,2 Considerando que Qj, com 1<i<3, 1<j<3, sdo os elementos da matriz
3.06 14,6 1,44

- Ty -Q
A, entdo cos(MnJrod vale:
33

b) -1 c)0 d)1 e)

\ ¢
/ ® Mﬁtr“;m‘ L > é
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9. (ENEM) Um satélite de telecomunicacdes, t minutos apds ter atingido sua érbita, estd ar quildmetros
de distGncia do centro da Terra. Quando r assume seus valores maximo € minimo, diz-se que o
satélite atingiu o apogeu e o perigeu, respectivamente. Suponha que, para esse satélite, o valor de
rem funcdo de t seja dado por

por S.

a) 12 765 km.

1’ =
(") 1+0,15.cos(0,06t)

Um cientista monitora o movimento desse satélite para controlar o seu afastamento do centro da
Terra. Para isso, ele precisa calcular a soma dos valores de r, no apogeu e no perigeu, representada

O cientista deveria concluir que, periodicamente, S afinge o valor de

c) 11 730 km.

d) 10 965 km.

b) 12 000 km.

ESPAGO PARA RESOLUCAOD

e) 5865 km.

y
B

5

A

1 0 (INSPER) Na figura, em que estd representada a circunferéncia frigonométrica, P é a extremidade

de um arco trigonométrico da 1¢ volta cuja medida, em radianos, é igual a a. Observe que P é
um ponto do 2° quadrante localizado no interior do retGdngulo ABCD.

As coordenadas dos vértices do reténgulo sdo dadas por:

AULA 04 — TRIGONOMETRIA

22 22 2 2 2 2

Assim, é necessariamente verdadeira a desigualdade

e) '|'|'<(x<7—1-r
6

sen.(6) \/\Lgffﬁ) ;
34 /5] 6] 718N

’597AfA_A”AVA_B‘A‘B

4(0) - y

N
>
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Resolucdo do Exercicio 1: [59]

01. (V)
sen90°.cos0’ +cos180°.sen270° 1.1+ (-1).(-1) _ 2 _

sen*0° +cos’180° 0+

02.(V)

Como A e B sGo suplementares segue que sen B
=senAe

Ccos B=-cos A

04. (F)
Observe que sen 330°#sen 30°

08.(V)
-1<2m-9<1

8<m<10
4<m<5

16. (V)
(cos165°+s5en155° -sen25° +cos15°) =
-c0s15° +5en25°-sen25°+cos15° =0

32. (V)

sen 140° = sen(180° - 140°) = sen 40
64.(F)

O sinal estd errado

Resolucdo do Exercicio 2: [A]

Calculando:

ﬁ

sen 120° = sen 60° =

c0s120° = —cos60° = _%

Resolucdo do Exercicio 3: [A]

Temos que:

n[

sen(1935°) = sen(5-360° + 135°) = sen(135°) =

Resolucdo do Exercicio 4: [A]

Localizando o cosseno de cada um dos arcos
no ciclo frigonométrico, obtemos:

k%, TRIGONOMETRIA — RESOLUQOES — Al

3304

D

Logo:c<d<b<e

Resolucdo do Exercicio 5:

[A]

b = cos EB

~
c=cos AC
d = cos KD

e = cos /?E

2.280° =360°-6 +120°

Logo, cos (2.280°) = cos 120° =

Resolucdo do Exercicio é:

[A]

Temos que:

167 167 41
cos( j (——47[] cos(?j
Logo:

X = 12003(4— +63en[£)
3 6

. [B]

iits®

AULA 04 — TRIGONOMETRIA
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j R&solucdo do Exercicio 8: [A]

qguadrante com exiremidade em M é@
Sabendo que cos(k-2n+a)=cosa, com keZ,

Portanto, est de 2™ rad ‘
a €]0,2n[ e cos(m—B)=-cospB, sendo B umarco orfanto, este arco meae 3 rad. O

do segundo quadrante, obtemos:
O ponto N tem a mesma abscissa que o ponto

[322_321 J (12_2,4 J B, porfanto o cosseno do arco do segundo
cos| 45—=lq|=cos| ———m N
a ) . ,
33 guadrante com extremidade em N & ——.
9,60m 2
1,44 Portanto, este arco mede — rad.
(201‘[) 4
=cos| —
3
2m 3m
( 211) Portanto, — < a < —.
=cos| 6T+ — 3 4
3
5)
=Cos| —
3
T
=-Cos| —
3)
_1
2 <
%
|_
=
Resolucdo do Exercicio 9: [B] e
z
Maior valor (cos (0,06t) =-1) = 8
r(t) = —220%___ gggo =
1+0,15.(-1) [
Menor valor(cos(0,06t) = 1) = S
<
f(t) = —28%% 51000 =
1+0,15.(1) <

Somando, temos:
6900 + 5100 = 12000

Resolucdo do Exercicio 10: [B]

M=x£ :
(w2
L \
v=[Zx) J
2
X
© D

O ponto M tem a mesma ordenada que o
ponto B, portanto o seno do arco do segundo

o
— .

%
O

. Nﬂmf\rr! ®
A
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* , RELA(;AO FUNDAMENTAL -
EQUACOES TRIGONOMETRICAS

sen 9+«m

‘ex senﬁ—% | cosf =0

A ¢ 4

Relacao Fundamental da Trigonometria

% rad
P(cos a, sen a)
senafyg-""""; :
1 :
7 rad Y m 2x rad -
O cos a
% rad

Aplicando o teorema de Pitdgoras no tridngulo
retGngulo cinza, obtém-se:

sen?a +cos’a =1

A relacdo vista também vale para arcos com
extremidades fora do primeiro quadrante.

T 12
Se —<x<m e sen(x)= E calcular cos (x).
2

Solucdo:
sen’+cos’x =1, temos:

2
12 +cos2x =1
13

144
cos?x =1-—

169

, 25 5
COSX=—— —>COSX=%t—
169 13

T
Como — < x <11, temos:
2

5
COSX=-—

274 VoL

Equacodes Trigonométricas

Equacdes Trigonométricas sdo aquelas na quall
aincognita faz parte do arco de alguma funcdo
trigonométrica. Sdo exemplos de equacodes
trigonométricas:
1) cosx =1 2) 2sen2x +3cosx-2=0

NGo é possivel estabelecer um método para
resolver todas equacdes trigonométricas, pois

existe uma infinidade, para isso apresentaremos
alguns tipos bdsicos.

Equacgoes da forma senx =m

Resolver equacgdes da forma sen x = m
(-1 <m < 1) significa definir os valores de x cujo
seno seja igual ao valor de m. Acompanhe o
exemplo abaixo:

Resolver a equagdo sen(x) = ﬁ
Resolucdo:

Observe que os pontos A e B sdo exiremidades

73

dos arcos cujos senos sAo iguais a

A\

No infervalo 0 < x < 2r a equacdo possui duas
solucoes:

- 13
\QO P

X = OUX_Q_Tr

3 3
=53] .
— g8’

—.\—'""}

ASSISTA A AULA

AULA 05 — TRIGONOMETRIA
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solucdo geral, caso o enunciado ndo forneca
intervalo dado é:

2
S={XER|x=g+k.2Troux=?n+k.2rr,kez}

Equacgoes da forma cos x =m

Resolver equacdes da forma cos x = m
(-1 <m < 1) significa definir os valores de x cujo
cosseno seja igual ao valor de m. Acompanhe o
exemplo abaixo:

2

Resolver a equacdo cos(x) = -

Resolucdo:
Observe que os pontos A e B sGo extremidades
2

dos arcos cujos cossenos sao iguais a Y

A

1

 /

EQUACOES TRIGONOMETRICAS

No intervalo 0 < x < 2n a equacdo cos(x)

. - T /T
possui duas solucdes: X = Z ouU X = T

No entanto, precisamos enconfrar os arcos
simétricos aos citados acima visto que
procuramos os valores de x que facam o

2

COsseno ser _7. Pela simetria de arcos vistos

na aula 3, temos:

31 5
X=— 0U X=——
4 4
S: 3_1-[,5_1-[
4 4

A solucdo geral, caso o enunciado ndo forneca
o intervalo dado é:

3
S={XGR|x=iTTr+k.2rr,keZ}

5m 3m . .
Observe que T e-— _T séGo arcos cdngruos.

( 0<sx<2mr & 0°<x<360° )

[t

Negativo: Qlll e QIV

270°
(37/2)

Y e N
N (-
( SENO COSSENO
senx =senqa ‘ COS X = COS @ j
X=a ou X=mT-a X=a ou xX=2r-Q )
Positivo: Qle Qll Positivo: Ql e QIV

Negativo: Qlle Qlll
y

_V3 _E ,2n 51
senx=-—- = x=73 ou 3 u
O . / o

<
oz
i
=
©)
v
O
)
oz
—
|
Lo
(@]
<
]
=)
<
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1 . Observe os itens abaixo:

i 12 .5
l. Se E<X<ﬂ e senx = sen(x)=—, o valorde cos (x) €-—
13 13

Jis

1 - , .
ll. Se cos(a) = —— e a € um angulo do terceiro quadrante, entdo, o valor de sen a € iguala - —
4 4

B

2 1 - ,
ll. Se sen x=——, com O<x<§,en’rcoovclorde Ccos X € ?

Jé

3 . . - . 7
IV.Se cos a = Z e a € um angulo do quarto quadrante, ent@o, o valor de sen a € igual a T
Est&(do) correto(s) o(s) item(ns):

a) Somentelell

b) Somentele lV

c) Todos estéo corretos
d) Somentel, llelll

e) Somentel, llelV

AULA 05 — TRIGONOMETRIA

// ESPACO PARA RESOLUCAD
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. Resolver, no intervalo 0 < x < 2x, as seguintes equacoes:

a) senx= -1 b) cosx=0

ESPACO PARA RESOLUCAD

ESPACO PARA

RESOLUCAO

V3
2

AULA 05 — TRIGONOMETRIA
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. (UEG - GO) Sabendo-se que sen(x) = % e que x éum angulo do 1° quadrante, o valor da expr

sen(4x)- cos(4x) é O ‘

a _\/5_] ! c 341
2 2 2

d) 2

ESPACO PARA RESOLUCAD

5. (INTEGRADO MEDICINA) Pedro é professor de matemdtica e propds um desafio aos seus alunos, no
qual daria um ponto extra na média de quem conseguisse dizer o nUmero de raizes da seguinte
equacdo trigonométrica:
2sen?x-senx-1=0
Sabendo que 0 < x < 360°.

Jodo conseguiu acertar o desafiol Qual foi a resposta de Jodo?2

a) 3. b) 4. c) 0. d)l. e) 2.
ESPACO PARA RESOLUGAD
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_ EXERCICIOS NIVEL2  ##

6. (PUC = RS) Para representar os harmdnicos emitidos pelos sons dos instrumentos da orquestra, usam-
se funcdes trigonométricas.

- ~ 3 ,
A expressdo 2sen?x +2cos?x -5 envolve estas funcdes e, para T<x < - seu valor de é:

a)-7 b)-3 c)-1 d) 2m-5 e) 3rm-5

ESPACO PARA RESOLUGCAD

7. (ACAFE - SC) Assinale o valor correto de k, sendo senx =1+ 4k e cosx =1, comke R.

a)2 b)4 c)-— d)-4

AULA 05 — TRIGONOMETRIA

8. Sendo x e {O, g} e 2sen?x-3cosx = 0, ent&o x vale

a) X b)2—“ C)z_“ d)3_“ e)s_“
3 3 5 4 6

ESPACO PARA RESOLUCAD
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com 0<x<90°.
a) 0 b) 1 c)2 d) 3 e) 4

ESPACO PARA RESOLUCAC

10 Sesenx+cosx=g

,entdo senx.cos x € igual a;

a) -0,5 b) 1.5 c) -0.25 d) 0.4 e) 0.4

ESPACO PARA RESOLUCAC

1 1 « (ACAFE -SC) O nUmero de solucdes da equacdo 2cosz(x)—sen(x) =1 nointervalo [0, 21] é

a) 2 b) 3 c) 1 d) nenhum

ESPACO PARA RESOLUCAD

AULA 05 — TRIGONOMETRIA
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1 2 Qual é o valor da soma S =s5en*10° +sen’20° +sen’*30° +... +sen*80°¢
a) 0 b) 1 c) 2 d) 3 e) 4

1 3. (UFTM) Dado um triGingulo isésceles de lados congruentes medindo 20 cm, e o dngulo a formado
por esses dois lados, tal que 4sena = 3cosa, determine:

a) O valor numérico de sena.

b) O perimetro desse triingulo.

AULA 05 — TRIGONOMETRIA

ESPACO PARA RESC
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4. (UECE - CE) A soma dos elementos do conjunto formado por fodas as solucdes, no intervalo [@
da equacdo 25en4(x)—3sen2(x)+l: 0 éiguala O ‘

a) 3m b) 4m. c) 5m. d) 6.

ESPAGO PARA RES

1 5 (UPF = RS) A quantidade de solucdes que a equacdo trigonométrica sen*x - cos?x =% admite no

intervalo [0, 3m] é:

a) 0 b) 2 c) 4 d) 6 e) 8
ESPACO PARA RES
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Resolucdo do Exercicio 1: [D]

[. Correto
Usando a relacdo fundamentalsen’a+cos’a=1,
temos:

E +cos’x =1
13

144

cos’x =1-—

169
c052x=£—>cosx=+i
169 13

i 5
Como —<x <1, temos: [COSX =-—
2 13

ll. Correto
sen‘a+cos’a=1
) 1Y , 15
sena+| -— | =1=>sen‘a=—=sena=t=
4 16
Como a pertence ao terceiro quadrante, segue

J15

que:sena = ———

4
lll. Correto
senx:——&—\g
J6 6 3=
sen’x+cos’x =1

2
(%} +cos’x=1=

COSX = f]——— ——£
2 V9 3

IV. Falso

sen‘a+cos’a=1

N

sen‘a+ § :l:senzozlzseno:i—
4 16

Como a pertence ao quarto quadrante, segue

N

que:sena = ———
4

NG
4

- —

), TRIGONOMETRIA — RESOLUCOES — AUI

as={}os-[z.2} o[ 2]
2' 2 3'3
of22] of527
4 4 66

Resolucdo do Exercicio 3: [30]

2sen2x—5senx + 2 =0

sen x = ~(-5)£[-5F —4.2.2

2.2

(6}
H+

3
senx =

# ‘

1 ~
senx=§ ou senx =2(ndo serve)

No intervalo dado, senx =% para x = 30°.

Resolucdo do Exercicio 4: [C]

Se sen(x)=% e estd no 1° quadrante, entdo

x =30°. Logo, 4x=2.60°. Desenvolvendo a

equacdo dada, tem-se:

sen(4x) — cos(4 x) = sen(120°) — cos(120°)

_\/§+1

2

Resolucdo do Exercicio 5: [B]

Aplicando a relacdo fundamental e

resolvendo, chegamos a:
2(1—sen2x)—senx -1=2-2sen’x-senx =1=

1+49
4

2

= 2sen“x+senx-1=0=senx =

Senx=% OU senx = -1
_{35_113_“}
6’6 2

Ou seja, a equacdo possui 3 solucdes no
intervalo dado.

AULA 05 — TRIGONOMETRIA
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R&solucdo do Exercicio 6: [B]

2sen?x + 2cosZx - 5 =2 ><(sen2x + cos2x) -5=2x%x1-5=-3.

Resolucdo do Exercicio 7: [C]

cosx=1—-senx=0

En’rdo:]+4k:0—>|<:_%

Resolucdo do Exercicio 8: [A]

2sen®x —3cosx = 0
2-(1—c052x)—3-cosx =0
2 - 2c0s%x —3-cosx=0

2c08%x +3-cosx -2 =0

Resolvendo a equacdo do segundo grau
na incognita cosx, temos:

1 ~ .
COSX = > ou cosx =-2 (ndo convém)

Portanto, o valor pedido é x = g

Resolucdo do Exercicio 9: [C]

]j2+{\/m]2:1:>

sen*a+cos’a=1p (—

a a
é+ooz]=l:o+2=02:o2—o—2=0
Oz-(-l)i,/(-])?-ztu)(-z) _1E1RB 123
2(1) 2 2

O:E:Q

2
O:E:_]

2

Resolucdo do Exercicio 10: [C]

[) sen’x+cos’x=1 e
2
) senx+cosx=7 elevando ao quadrado, vem:
2
V2 J

(senx+cosx) = {7

2
sen’x +2.5enx.CosX + Cos’xX = —

1 1
1+2.senx.cosx = 2 — SeNX.COSX = "1

~.senx.cosx =-0,25

Resolucdo do Exercicio 11: [A]

Temos uma equacdo do segundo gr
incognita
2

®

Xx—-senx—-1=0

(1) £ (=142 (1)

2.2

2sen

senx =

1+3 1
senx =—— =>senx=1 ou senx =-——
4 2

Temos, entdo, 1rés solugcdes para
0 < x < 360°.
x=90° x=210°e x = 330°
Resolucdo do Exercicio 12: [E]
sen80° = cos10°; sen70° = cos20°;...
Logo:
sen’10°+sen*80° =1
sen’20° +sen*70° =1
sen*30° +sen’60° =1
sen’40° +sen*50° =1
S1+1+1+1=4
Resolucdo do Exercicio 13:
a) Sabendo que sen’a+cosla=1 e

4 -
cosa = gsena, entdo:

2

4 2 25
sen” o+ gsena =1<:>?sen

oa=1

3
= sena =—.
5
b) Seja ¢ a medida do lado oposto ao dngulo

o. Sabendo que cosa=%sena e sena:%,

entdo cosa :g. Logo, pela Lei dos Cossenos,

enconframos:
(2 =202 +20° -2-20-20-%:» (? =800-640

o (%2 =160
:€=4\/ﬁcm.

Portanto, o perimetro do triGngulo é dado por:

20+ 20 + 410 = 4(10 +10)cm.
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R&solucdo do Exercicio 14: [D]

Se x [0, 2n], entdo
23en4x—3sen2+1:0@2(sen2x)2—3sen2x+1:0
sen? x =1

& | ou

sen2 X=

N| =

senx =1vsenx =-1
P= ou

I

SenX=7\/senX=—

Portanto, tem-se que a resposta &

m 3t m 3m 5m Tm
—+—+—+—+—+—=06T.
2 2 4 4 4 4

<
Resolucdo do Exercicio 15: [D] E
>
2 2 O
Sabendo que sen“y+cos“y =1 para todo y z
real, vem 8
oz
1 1 n
sen*x-cos*x=- < (sen2 X —cos? x)(sen2 X +cos? X)=— I
2 2 '9)
1 (@)
o 2sen’x—1=— <
2 2]
2,3 =]
o sen‘x=> <
4
< senx = ig.

Para x €[0,3n], a equacdo senx=§ POSSUI

as raizes 3,2—“,7—“ e 8—“, enquanto que a
3 3 3 3

3

- . , 4m
equacdo senx =-—= possui as raizes —- e

5n ,
3 Desse modo, aresposta € 6.

\

\V4

MATE M‘?\'ﬂl *
EMK
AN
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TANGENTE NO CICLO TRIGONOM ETRICO

Definicao

Considere um arco AM de medida o
(a¢”+kn;keZJ- Define-se como tangente do

dngulo a como a ordenada do ponto Q,
inferseccdo do eixo das tangentes com o

prolongamento do raio oP.

yA t Observe que a tangente assume valores
tgaL / positivos no primeiro e terceiro quadrantes e
M T T negativos no segundo e quarto. Abaixo segue <
mMF------3 , tga = AT um resumo dos sinais da fungcdes seno, cosseno =
e tangente. g
o - O
5 TS SENO COSSENO TANGENTE (Z)
S
% | ol %
'_
[
< \dY Y E
o
<
1
=]
<

Tangente de alguns arcos

e ARCOS EXTREMOS

yALE &
90°| 2
| \Oo
1800 / 3600 21 x
%7—[ 2700 eixo das
tangentes
y t/ E de imediato a verificac@o das tangentes dos
AIF arcos extremos:
o em graus 0° | 90° | 180° | 270° | 360°
o em radianos | 0 % T 37“ P2
tga 0| A 0
V4
L MATEMMTIES L
VA
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bemos ainda que: Relacdo entre tangente, sen
t cosseno de um mesmo arc
5 0@
Seja o a medida de um arco trigonométrico
-1 T
3 com a#—+KmkeZ , é sempre vdlida a
V3 2
3
relacdo:
0 x
sena
tga =
CosSa
-1
" = o Justificativa:
o em graus 30° | 45 60
aemradianos | T n n il
S AT a5 g
6 4 3 YA '
B(0, 1)
tga B V3 p
3 Sena LT x
Arcos Simétricos 1/
Com o auxilio da simetria de arcos, & possivel C(-1,0) a rEQ AQ1, 0)
obter, através dos principais arcos, as tangentes 0 CO=S e 9
de arcos dos demais quadrantes.
Em graus:
2° QUADRANTE: tg(180°-a)=-tga
3° QUADRANTE: tg(180°+a)=tga

4° QUADRANTE: 1g(360°-a)=-tga
Em radianos:

2° QUADRANTE: tg(m-a)=-tga
3° QUADRANTE: tg(mm+a)=tga
4° QUADRANTE Tg (21‘[ - a) =- fg o

N ——

N

\ Exemplos

NG

1g150° =19 30° = -

tg135° = -1g 45° = -1

Ng

tg210°=1g30° = 3
1g225° =1g 45° =1

NG

1g330° = -1g 30° = - =
tg315° =-1g 45° =-1

Note que na figura acima os tringulos OTA e
OPQ sdo semelhantes (os tri@ngulos possuem
um angulo em comum e um angulo reto).

- . AT _AO fga _ 1
Entdo: — = =
QP QO sena  Cosa
sena
Portanto: tga =
COoSua

AR o

w’m}m’
(3 1/
AN
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'EXERCICIOS /

K
.

EXERCICIOS NiVEL1

© .

1 . Dados que:
1g20°=0,36
tg42°=0,90 Calcule os valores de:
tg76°=4,01
a)tg160° b)tg222° c)tg284°

2. O valor de tg 1575° é:

AULA 06 — TRIGONOMETRIA

C')—\/§ b)—?

3. Se cos (x) = —%, T<X< 3?” ent@o é CORRETO afirmar que o valor de tg (x) é:

a) -5/13 b) -5/12 c) 5/13 d) 5/12 e) 0,334

ESPACO PARA RESOLUCAOD -




V272277 4
—— AN

a)

10710 310 243 310 10410
b) S — c) -2 d -2 = e -
3 20 5 3

20

ESPACO PARA RESOLUCAD

5. (EFOMM) Considere a matriz quadrada B, de ordem 3, representada abaixo.
sen210° sené30° 1g225°

B= 2 y -2
cos720° cos1.440° tg180°

Se o determinante dessa matriz € igual a 1, o valor de y corresponde a

a) 1. b) 2. c) 3. d) 4. e) 5.

ESPACO PARA RESOLUCAD

AULA 06 — TRIGONOMETRIA
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_ EXERCICIOS NiVEL 2

/4

6. Analise as afirmagdes a seguir e assinale a alternativa que aponta as corretas.

l. sen 30° = -sen 930°.

ll. cos 30° = cos 330°.

lll. tg 30° = tg 240°.

IV. A+B>0, sendo A=(cosa+cosb)(cosa-cosb) e B=(sena+senb)(sena-senb).

a) Apenaslell. b)Apenaslell. c)Apenasliell. d)ApenaslielV. e)ApenaslielV.

7 . (UDESC - SC) Se tg 20° = a, o valor de  19160°+19340° .
1g200°

a) 2 b)-a c)O d) a e)-2

senx |1
1

8. (UEMG - MG) Seja A =[ } com 0< x <21 e sabendo que det A =0, temos que x =
COosX

o) {131.5_”.7_ﬂ} a) {E}
4" 4" 4 4

<
%
i
>
@)
Z
D
O
%
'—
|
0
o
<
1
=)
<
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9. (UEPG - PR) Considerando que A = cos(x) € B = tg(x), em que sen(x)=—é e x e 3° quadrante,

assinale o que for correto.

01. A-B=_1.
5

02. A2 +B? > 0.
04. A + B € um nUmero irracional.
08.A<0eB>0.

16. B% <1.

1 0 (UFPR - PR) Seja x um arco no primeiro quadrante.

3
a) Encontre o valor de sen(x) sabendo que COS(x) = 3

b) Encontre o valor de sen(x), sabendo que 8tg(x) = 3cos|(x).

ESPAGCO PARA RESOLUGCAD

// |CABARTO = AULAGGR Y

sen(8) _ \/—\ g) _ ‘|4

o
b) senx = 3 ]

AULA 06 — TRIGONOMETRIA
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Resolucdio do Exercicio 1:

RIA — RESOLUCOES — AULA 06 -|

~
~~

a)tg160° =-1g20°=0,36
b)tg222° = 1g42°=0,90
C)tg284° =-1g764°=-4,01

Resolucdo do Exercicio 2: [D]

1575° = 4.360 + 135°
tg 1575° = tg 135° = - tg45° = - |

Resolucdo do Exercicio 3: [D]

tfemos:

sen?(x) + cos?(x) = 1

sen(x) = £, fé = sen(x) = ii.
169 13

5
quadrante, temos: sen(x) = 13

Calculado a tangente de x.

Resolucdo do Exercicio 4: [D]

No ferceiro quadrante senos e cossenos sAo
negativos. Utlizando a relacdo fundamental,

12
senz(x)+(—§] =1= senz(x) =1-—=

169

Como o arco x tem extremidade no terceiro

3
senx 7 :_3«/ﬁ
cosx 2410 20
7

Logo:tgx =

3 2
sen2x+coszx=l<:>(7 +COs’X=1=>Ccosx =—

210
7

e —

|
B

o

Resolucdo do Exercicio 5: [B]

Temos que:
sen210° = -sen30° = %

sené30° = sen270° = -1
1g225° =1g45° =1
€0s720° = cos0°® =1
Cc0s51440° = cos0° =1

tg180°=0
Logo:

v _
Vo1

2 y -2{=1
1 10
3-y=1

Ly=2

Resolucdo do Exercicio 6: [A]

[I] Verdadeira.
-sen930° = —sen(210°+2-360°) =

-sen210° = —(—1j = 1 =sen30°
2 2

[l] Verdadeira.

c0s330° = cos(360°-30°) = g =cos30°

(1] Falsa.
tg240° = tg(180° + 60°) = /3 = tg60°

[IV] Falsa.

A +B = cos?

2

a—cos?b+sen?a—sen?b

A+B= (c032 a+sen? a) - (0032 b + sen? b)

A+B=1-1=0

AULA 06 — TRIGONOMETRIA
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R&solucdo do Exercicio 7: [E]

Tendo tg20°=q, segue:
tg160° =-1g20° =-a
tg340° = -tg20° =-a
tg200° =tg20° =a

tg160° +1g340° _ -a-a
tg200° a

=2

Resolucdo do Exercicio 8: [B]

Calculando o determinante da matriz, obtemos:
senx 1 senx _
cosx 1

==p senx -cosx =0 b senx = cosx =

Tr 5m
fgx=1=>Xx=—0uUx=—
4 4

Resolucdo do Exercicio 9: [31]

Se A =cosx e B=tgx, entdo
_senx _senx

=
COS X A
< senx=A-B.

tgx

[01] Verdadeira. Com efeito, se senx=A-B e

1 1
senXx=-—, entdo A-B=——.
5 entdo 5

[02] Verdadeira. De fato, se x € 3° quadrante,
entdo cosx<0 e tgx>0. Logo, temos

A? +B? :coszx+tgzx>0.

1
[04] Verdadeira. Com efeito, se senx=—g e

x € 3° quadrante, entdo

E claro que A+B = —¥+§ é irracional.

1=

[08] Verdadeira. De fato, conforme mostr
em [02].

-

[16] Verdadeira.
2
B2 =tgzx=(@j =i<1
12 24

Resolucdo do Exercicio 10:

a) Sabendo que sen’ o +cos? o =1 para todo o

reale xe }0, g[ temos

3
senx =,[1-| =
8

oo&'
13}

b) Se xe

| I—

0, g[ entdo 0 <senx <1 e, portanto,

vem

8tgx=3cosx =8

senx
=3cos X
CcOS X

— 8senx = 3cos? x

2

= 3sen“x+8senx-3=0

:senx=1.
3

<

w’m}m’
(3 1/
AN
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secO =

cotg 0 =

1. Cotangente de um arco

trigonométrico

Considere a circunferéncia trigonométrica da

figura.
Y,
B4 C eixo das
TV ¢ cotangentes
Az a A
0 M, X
B,

Seja um arco AM de medida a (a kT k € Z)

. Define-se como cotangente do &dngulo e como
a abscissa do ponto C, interseccdo do eixo das

cotangentes com o prolongamento do raio oM

co‘rgazBTC

e Observe que se a assumir os valores 0°, 180°
ou 360° o ponto M estard em A1 ou A2 e, logo
a reta omM ficard paralela ao eixo das

cotangentes, sendo assim, a €otga ndo
estard definida.

e Observe que os triangulos OMM e CBO

sdo semelhantes, entdo:
oM, MM Ccosa _ sena
BC BO cotga 1
cosa ]
Logo: COTgO( = =—
sena  fga

e Nofe que as variagdes dos sinais de
cotga , segundo cada quadrante, sdo

O idénticas as variacdes de sinais de tg a.

TRIGONOMETRIA

| AULA 07
COSSECANTE - SECANTE - COTANGENTE

h"

,

2. Cossecante de

trigonométrico

um arco

Considere a circunferéncia trigonométrica da
figura.
Ya

\ y
M
M20— --------- 01/
Az (o4 ' A1 b
0 M, \ X

Seja um arco AM de medida a (a=kmkeZ).

Considere uma reta tangente ao circunferéncia
trigonométrica no ponto M e seja D sua
infersecc@o com o eixo y (eixo dos senos).
Define-se como cossecante do dngulo o a
ordenada do ponto D.

cosseca=0D

e Observe que se a assumir os valores 0°, 180°
ou 360° o ponto M estard em A1 ou A2 e, logo

a reta OM ficard paralela ao eixo y (eixo
dos senos), sendo assim, a cossec a Nndo
estard definida.

e Observe que os fringulos OMiM e DMO
sdo semelhantes, entdo:

oM MM 1 _sena
DO MO cosseca ]
Logo: |cosseca =

sena

e Note que as variagcdes dos sinais de
cossec a, segundo cada quadrante, sdo

idénticas as variagcdes de sinais de sen f O

N\ .

Q

N i
>

|

ASSISTA A AULA

AULA 07 — TRIGONOMETRIA
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Secante de um arco frigonométrico

Considere a circunferéncia frigonométrica da
figura.

Ya
D

B,

M| M
E(l
o H

0 M, s\ X

B,

Seja  um arco AM de medida «

[a < ikmkeZ Considere uma reta
2

tangente ao circunferéncia trigonométrica no

ponto M e seja S sua inferseccdo com o €ixo X

(eixo dos cossenos). Define-se como secante do

angulo a a abscissa do ponto S.

seca = (TS

e Observe que se a assumir os valores 90° ou
270° ponto M estard em Bi ou B2 e, logo a

reta OM ficard paralela ao eixo x (eixo dos
cossenos), sendo assim, a sec a Ndo estard

definida.

e Observe que os triangulos OMM e OMS

sdo semelhantes, entdo:
OM, _ OM o COosa _ 1
OM OS 1 sec a
Logo: |S€Ca =
COSa

¢ Note que as variacdes dos sinais de
sec a, segundo cada quadrante, sGo
idénticas as variacdes de sinais de
COos a.

4. Resumo das Relacdes Trigonométri

Com as condicdoes de existéncia estabele

5@
tfemos:

a N

e sen’(x) + cos’(x) = 1

sen(x)
o tg(X) =———
9k) cos(x)
e cossec(x) = _1_
sen(x)
1
® SecCiX)=——-=
(x) cos(x)
1 cos(x)
e cofglx) = =
L 9k tg(x) sen(x) J
Sinais
1°Q | 2°Q | 3°Q | 4°Q
seno e cossecante g 4= — f—
cosseno e secante 4= - — 4=
'tangenteecotangente R +,, = +7 =
Observagao:

A partir da relacdo sen? x+ cos? x = 1 podemos
estabelecer duas Identidades tfrigonométricas:

1) Dividindo ambos os membros da relacdo
fundamental por sen2 x tem-se:

e |1+cotg?(x) = cossec?(x)

2) Dividindo ambos os membros da relacdo
fundamental por cos? x tem-se:

o |tg?(X)+1=sec?(x)

\

<
%
i
>
@)
Z
D
O
%
'—
|
N
(@)
<
1
=)
<
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'EXERCICIOS /

1 l _4 2 2 () &
. Sabendo que X e R; §<X<Tf e que sen (X)_E’ o valor de y =sec” (x)+1g* (x) é:

41 40

2L 3 E)
13 3

a)s b)

c:)ﬂ d)
9 9 7

2. Sabendo que secx=-/5exe (ni%rr] entdotgx +cotgx éigual a:

o)% b)% c)g d)g e,

AULA 07 — TRIGONOMETRIA
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1

1+—
. Se A= fox , cossecx € um nUmero real, entdo A éiguala
1+ tgx secx
a) 2tg x b) 2senx C) 2cosx d) 2 cotg x

tg240° +c0s330° &
sen870°-seclim

4. O valor numérico de y na expressdo Y =

ai b3 o @)y

ESPACO PARA RESOLUCAD

y y
5. (ESPECEX) Se © é um arco do 4° quadrante tal que Cos8 =g, entdo /2secO+3tgd éigual a

2 | . 52 ; i3
2

19
dl 7 o5

AULA 07 — TRIGONOMETRIA
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6. (UEMG - MG) Se sen(x) =

25

a) -2+—5.
5

1
7. (UEG - GO) Dado que senb = 5 o valor da expressdo

a) 7/5

o) 2242
5

b) 6/5

J5
5

245

m
— com =
2

<X <TI, entdo o valor de cotg(x) — cos(x) € igual a

c) 4/5

_ EXERCICIOS NiVEL 2

d) 2+

tgB +secB-cos6 &

[e[S]

d) 3/5

2\5
=

/4

<
%
i
>
@)
Z
D
O
%
'—

|
N
(@)
<
1
=)
<
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75 .
ﬁ.(sec X +COSSEC X -sen x) é: O

4 3 5
O) g b) —g C) Z d) -

ESPACO PARA RESOLUCAO

(ACAFE - SC) Se X€:|3?ﬂ,2ﬂ|: e senx+cosx=5"  entdo o valor da expr

N

<
(2’4
i
>3
O
z
O
)
(2’4
'_
|
N
(@]
<
—all]
]
<
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sec? (x)-

9. (UDESC - SC) A expressdo 5
tg” (x)+1

a) 1-2 cos? (x) b) 3+2 cos? (x)

ESPACO PARA RESOLUCAD

equacdo frigonométrica tg?x +cotg?x = sec

a) possui uma Unica solucdo real.
c) possui infinitas solucdes reais.

ESPACO PARA RESOLUCAD

1 N cossec? (x)+1
cotg? (x)+1

c) 3+2 sen? (x)

2

éigual a:

d) 1 e) 1+2sen? (x)

1 0 (UECE - CE) Na trigonometria circular usual, considere os valores dos arcos x para os quais existem
e estdo bem definidas a tangente, a cotangente, a secante e a cossecante. Em relacdo &

2

X +cossec“x, é correto afirmar que

b) possui exatamente duas solucdes reais.

d) ndo possui solucdo real.

// A /
cen(6) Q\/-\_\)/ - £4(6) %
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Resolucdo do Exercicio 1: [A]

Resolucdo do Exercicio 5: [B]

i 4 -
Se xe R, com §<X<1T, e senx=g, entdo

2
5 2 9
cotg?x =(—j -1= cotg“x = —.
IX=g) T T

16
Dai, vem T92x = 5 e, portanto, temos

y = sec?x +1g°x
=1+ 2tgx

=1+2.16
9

Resolucdo do Exercicio 2: [D]

Pela relacdo fundamental:

2
sen? 6+(ﬂ) =1
5

sen26+E=1
25

send =+ i
\}25

Como o angulo estd no 4° quadrante:

senf=-—

Logo:

\J2sech+3tgh = i+ 3sen6

cos® cosO

sec?x =1+tg°x

J5 =1+tgx
tg®x = 4 — tgx = £2(lllquadrante)

tgx =2 e cotgx =%

1 5
cofgx +tgx=—+2=—
gx+Igx =3 5

Resolucdo do Exercicio 3: [D]

_ _|5_|1_1
B 4 4[4 N4 2
5 5

Resolucdo do Exercicio 6: [A]

2
cos?x =1-sen?(x) = cos?x = 1- [%j

Simplificando:

14 COSX 1 S OsX
A=__Senx , senx _ senx 4 COsX
e 1 s Osx  senx
COSX  COSX COSX

_ COsx _ Cosx _ 2COsx
senx senx  senx
- A= 2cotgx

Resolucdo do Exercicio 4: [A]

2
= cos?x = ]-[ﬁJ
5
= cos?x = i = COSX = +— = |COSX = i&
5 J_ 5

25

Tr
Sabendo que 5 <X<TI, temos |[COSX = T

Logo:

COSX
cofgx - cosx = —— - COsX
senx

_ 19240°+cos330° _ 2

sen870°-sec111T  senl150° -sectmT -

Fa3 3B #
3
2

25
cofgx - cosx = 3 . &
5 5
5
=3
cofgx-cosx =-2+ 2 ><5\/§

N
>
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j R&solucdo do Exercicio 7: [B]

send + 1 - cosO send +1-cos20
tgB+sec6-cosO _ cosd  cosh _ cosh _
tge send send
cosO cos
2
senB®+sen 6‘0056 —1+send = ]+l _ é
coso send 5 5

Resolucdo do Exercicio 8: [C]

1
Se COSX = E—Sen X, entdo, sabendo que v a e R

2

vale arelacdo sen® o +cos?a = 1, vem

2
sen2x+(%—senx] -1< 25sen®x-5senx-12=0

4 3
& senx=— ou senx =——.
5 5

Mas X€:|37T[,2’ft|: e, portanto, sé pode ser

senx =-—.
S

A resposta é
E.(é_ﬁi)_
14 3 5)

~

5 75-100+36
60

slon 2|
- —_

Resolucdo do Exercicio 9: [E]

sec?x -1 + cossec?x +1

’rng +1 co’rng +1
1 1
7! 7t
COs“X ., sen‘x
2 2
sen2x +1 coszx +
COS“X sen‘x

1- cos?x 1+ sen?x

cos®x . sen®x

sen2x + CO$2X COS2X + Seﬂ2X

cos?x sen?x

1- cos?x cos?x + 1+ sen?x sen?x

COSQX sen2x + COSQX sen2x COSQX + sen2x

1 1

1

sen2x

1- cos?x 1+ sen?x
—2.0052x + —2.sen2x
cos?x sen?x

sen?x + 1+ sen?x

1+ 2sen?x

Resolucdo do Exercicio 10: [D]

’rng + co’rg2x =1+ ’rgzx +1+ co’rng
’rgzx - ’rgzx + co’r92x - c0192x =2
0=2 (solucdo vazia)

Portanto, nGo possui solugdo.

o

[ ] MATE ,w}ﬁi
=Mkl
AN

— .
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, sen(a + B)
a cos(a +,B)

o)

a+ﬂ

ASSISTA A AULA

1. Cosseno da soma e da diferenca Consequéncias - seno e cosseno de arcos
’ complementares

Dados dois arcos trigonométricos a e b, temos
. s TT
que. l. cos[Q—XJ:senx II. sen(Q—xj:cosx

lcos (a—b) =cos a.cos b +sen a. sen b

Para a demonstracdo do exposto podemos
lcos (a+b) =cos a.cosb-sena.sen bl usar a férmula do cosseno da diferenca,
acompanhe:

2. Seno da soma e da diferenca 1)

T T T <
Dados dois arcos trigonométricos a e b, temos COsS E—X = COSE.COSX+SGHE.SGHX E
que: 0
=
T
|sen (a—b) =sena.cosb-senb. cos o| COos E_X =0.cosx+1.senx g
O
|sen (a+b)=sena.cosb+senb. cos <:1| T O
cos 5 X |=senx e
. [
3. Tangente da soma e da diferenca x
- m <
Dados os arcos a, b e a + b, temos que: ll) Substituindo em I x por 57X vem: 3
<
tga+tgb
tg(a+tb)=—=—->— Ty ll=cos™ m. m m.
( ) 1-tga.tgb cos[2 (2 XD cos 2.cos(2 xj+sen 2.sen(2 xj
. . cosx =0.cos| L -x |+1.sen| L-x
Esta formula  se aplicada desde que: ) 2 : 2
i
0¢§+k” sen(n—xJ=cosx
2

b¢g+krr KeZ

Quadro de Resumo

™
a+b = —+km
2 |cos (a+b)=cosa.cosb 1 sena.sen b|

Dados os arcos a, b e a=-b, temos que:

sen (a+b) =sen a.cos b *sen b. cos d

)= _199-fgb.
tg(a-b) 1+tga.tgb tg(azb)=

Esta férmula se aplicada desde que:

tgaxtgb
1xtga.tgb

O¢E+k1'[
2

b¢g+kn keZ

o—b¢£+kn
2

\kjo_ : < Y 4 :
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Calcule o valor de cos 105°.

Solucdo:

cos (a+b)=cosa.cosb-sena.senb
C0s(60° +45°) = cos60°c0s45° - senb0°sen45°

142 342

Ccos(60°+45°%)=— —-—.—

V3-8
4

cos(105°)=

Calcule o valor de sen (21'r - X)
Solucdo:

sen (a-b)=sena.cosb-senb.cosa
sen (217 - xX) = sen21.COosX - SENX.COS2TT

sen(2m-x)=0.cosx-senx.1
sen(21-x)=-senx

Calcule o valor de tg 75°
Solucdo:

Aplicando as férmulas da soma e diferencas de
arcos, temos:

tg(a+b)= tga+tgb
1-tga.tgb
19(30° + 45°) = tg30° +tg45
1-1g30°.tg45°
J3

27 4+]
tg(30°+45°) = —3

{5

3+J_ 5
o o) — 3+
tg(30° +45°) = J‘ (3+\/_J
3
o ol 96343
1g(30°+45°) = — =
tg(75°)=/3+2

\

w’m}m’
(3 1/
AN

(V4
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2. Sabendo que 735° = 2.360° +15° , o valor de cos 735° é

]

AULA 08 — TRIGONOMETRIA
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. Calculando o valor de sen (21 - x) obtemos:

a) senx b) —sen x C) cos x d) — cos x

ESPACO PARA RESOLUCAD

4. (UERJ - RJ) Observe o &ngulo central J do circulo trigonométrico a seguir:
1

" i 4 ..
Admitindo que 0<a < 5 ecosa=g, 0 valor de $en (2m-a) & igual a:

3 1 3 1
az by c-z d-

AULA 08 — TRIGONOMETRIA
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. Determine o valor das seguintes expressoes:

a) sen50°.cos40° + sen40°.cos 50°
b) cos10°.cos20° —senl0°.sen20°

ESPACO PARA RESOLUCAD

6
a) g c) T d) ?

EXERCICIOS NiVEL 2

/4

6. (IFCE - CE) Os nUmeros reqis a e B sdo tais que tg(a)=6 € a+B=45° O valor de tg(p) &

(V4

"'N)’M’
MKTEMKT
F\
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. (UDESC - SC) Se em um friGngulo ABC o lado oposto ao adngulo C mede 2 cm e os angulos

medem, respectivamente, 60° e 75°, entdo a drea e o perimetro deste fringulo
respectivamente:

o)3+2\/gcm2 e (3+\/§+\/g)cm
b) H;/gcmz e (2+\/§+\/g)cm
c) Hz\/gcm2 e (1+\/§+\/Z)cm

d) 3+2\/§cm2 e (3+\/E+\/§)cm

e) (3+\/§)<:m2 e (3+\/g+\/g)cm

ESPACO PARA RESOLUCAD

e

<
(2’4
i
>3
O
z
O
©)
(2’4
'_
|
(0 0]
(@]
<
—all]
]
<
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8. (UNICAMP - SP) A figura abaixo exibe o tridngulo retdngulo ABC, em que AB = AM = MC. Entdo, 190
éiguala

B

Interbits®

8 a) 1/2 b) 1/3 c)1/4 d) 1/5

ESPACO PARA RESOLUCAD

AULA 08 — TRIGONOMETRIA
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D

M C

Com base na figura, 19(0)+1g(a) & igual a

a) 7.
b) 6.
c) 5.
d) 4.

1 0 (MACK - SP) Para a matriz quadrada M = ] 1 1

cosl7® 0 senl7/°

o valor do determinante de M10 é
sen28° 0 co0s28°

// _ GABARITO - AULAO8 _ /Z

sen(0) _ c0s (9) tg(e) -_“L

AULA 08 — TRIGONOMETRIA
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Resolucdo do Exercicio 1: Resolucdo do Exercicio 5:
sen (a-b)=sena.cosb-senb.cosa Q)
sen(60° +45°) = sené0°cos45° + sen45°cos60° sen50°.cos40° + sen40°.cos 50° = sen(50° + 40°
Sen(éoOMSO)_g % % % sen50°.cos 40° + sen40°.cos 50° = sen90°
fBsp sen50°.cos40° + sen40°.cos 50° =1
sen(105°)= 2 b)
c0s10°.c0s520° —senl0°.sen20° = cos(10 + 20)
Resolucdo do Exercicio 2: [C] c0s10°.c0520° —senl0°.sen20° = cos(30°)
c0s735° = cos15° = cos(45° - 30°) = cos10°.cos20° -senl0°.sen20° = g
=c0s45°-c0s30° + sen45°-sen30° = ~ -
Resolucdo do Exercicio 6: [E]
B2
2 2 4 Sabemos que: <
tga+tgp [
Resolucdo do Exercicio 3: [B] 1-tga-tgp tg(a+) g
6+t R O
sen (a—b) =sen a.cos b -sen b. cos a ﬁﬂg% v
sen (21T - X) =sen21T.CosX - SeNX.COS2TT 6+ tgp 8
sen(21m-x)=0.cosx-senx.]1 m= E
sen(21m-x)=-senx 6+1gp=1-6-tgp é
7tgB=-5 <
_ - 5 =
Resolucdo do Exercicio 4: [C] tgB = - <
Da relacdo fundamental, obtemos: - .
¢ 2U Resolucdo do Exercicio 7: [A]
sena+ (ij =1
S Considere a figura.
241 16
sen-a= —2—5 A %
sena =+ /i 60°
25
3 ( nj 2cm
sena=+—|0<a<—
5 2
75° 45°
Logo: B 6]
sen(2m—a)=sen2mcosa—senacos2m
4 3 Pela Lei dos Senos, obtemos
sen(2m-a)=0-———- 1 - - i
5 5 BC __AB _ BC _ 2
.sen(2m—a)= 3 senBAC senACB sen 60° sen45°
° oBC_2
V3 £
2 2
< BC=+6cm.
Como
/ ° m‘:w}a > - .'é

N 1



r s/ 7 7 4 4

n75°=sen(45°+30°)
=sen45°cos30° +sen30°cos45°

2B 142
22272
V642
==
temos, novamente pela Lei dos Senos, que
AC __AB__ AC __ 2
senABC senACB sen75° sen45°
- _BC_ _2
JB+v2 2
4 2
oBe- Y62
V2

<BC= (J§ +1)cm.
Assim, o perimetro do triingulo ABC é€ dado

por

Por outro lado, a drea é dada por

(ABC):%-/E.A_C-senBAC

1 V3
:-.2- 3+1._
5 (3 )=

:3+2'\/50m2-

Resolucdo do Exercicio 8: [B]

Como E:W, podemos concluir que o
friingulo ABM é ret@ngulo isdsceles, ou seja,

ABM = BMA = 45°. AB = AM =MC

implica em AC =2AB. Portanto, do tridngulo
ABC temos

Ademais,

AC _ tg45°+tgh _2AB
AB  1-tg45°tgd AB
o 1+tg6 o

1-tg6

tg(45°+6) =

1
< tgh=—.
973

Resolucdo do Exercicio 9: [C]

2P pgc :E+A_C+I¥J:2+\/§+1+\/§:(3+\/§+\/§)cm_

Considere a figura, em que P é a intersecd
AC e BM

D M C
o

Interbits®

A B

Como AC ¢ diagonal do quadrado, segue que
DCA =45°,

Sem perda de generalidade, fomemos B_C =2.
Desse modo, como M é ponto médio de cb,

vem CM=1.
Do fringulo BCM, enconframos

tga—%@tga—g
CM 1

< tga =2.

Ademais, do triGngulo cMP, vem
a+0+45°=180°<=0=135°—-a.

Portanto, segue que
tgo =1g(135° - a)

_ tg135°-tga
1+1g135°-tga
-1-2

11 ()2
-3,

Aresposta é g0 +tga=3+2=5.

Resolucdo do Exercicio 10: [B]

cosl7° 0 senl7°
De M= 1 1 1 ,
sen28° 0 cos28°
cosl7® 0 senl7/°
detM = 1 1 1
sen28° 0 cos28°

Pela regra de Sarrus,

\

Mx’m}m’
& 1L
F\

N
>

<
oz
i
=
©)
v
O
)
oz
—
|
o0
(@]
<
]
=)
<
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tM =(cos17°.1.cos28° +0.1.5en28° +sen17°.1.0)-
sen17°.1.5en28°+cos17°.1.0 +0.1.cos28°)
detM = cos17°cos28° - sen17°sen28°
detM = cos(17° +28°)
detM = cos45°

detM = %

Entdo,
10
detM!0 = (ﬂj
2

25
510
1

detM'0 = —
32

detm!® =

\

MATE mf\'g
=Ml
F\

\V4
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sen(2a) =
2 sena cosa

cos(2a) =
cos*a — sen*a

1. Seno do arco duplo

sen(2a)=2.sen(a).cos(a)

Justificativa:

sen (a+b)=sena.cosb+senb.cosa
Fazendo b = a, vem:
sen (a+a)=sena.cosa+sena.cosa

Logo: SeN20=2.5en0.cosa

2. Cosseno do arco duplo

cos (2a)=cos?(a)-sen?(a)

Justificativa:

cos (a+b)=cosa.cosb-sena.senb
Fazendo b = a, vem:

cos (a+a)=cosa.cosa-sena.sena

Logo: COs 2a=cos’a-sen’a

3. Tangente do arco duplo

TRBE@NQMEIMA

4 T
Sendo senx= X O<x< 5 calcular:

a) sen 2x b) cos 2x c) tg 2x

Solucdo:

Inicialmente vamos determinar o valor de cos x.

Pela relacdo fundamental, temos:
sen’x +cos’x =1

2
(ﬁj +cos’x =1
5

cosx=i§
5

Como x estd no 1° quadrante, o seno € positivo.

Logo: COSx = %

a)
sen2x = 2.5enx.Cosx

ser12x=2.f.§
55

sen2x = %
25
b)

COS2X = COS°X — sen’x

c)

_..
Q
N
X
I
wWIN ;o wo N

—
Q

N
1l

2.tg(a
ta(20) - 190
1-tg” (a)
Para O¢E+k—neo;t£+kn kez)
4 2 2
Justificativa:
tga+tgb
t b)=—=2—"— ="
g(o+ ) 1-tga.tgb
Fazendo b = a, vem:
_ tga+tga
t + ===
g(o O) 1-tga.tga
2.tga
Logo: 1g2a= 92
1-tg’a
\. O. . - 2
7

—\—'""}
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'EXERCICIOS /

3
1. (UFRGS - RS) Se x & um arco do primeiro quadrante tal que sen(x) = E entdo sen(2x) é igual a

24 25

3
d % e o

4 6
a) ¢ S o 3

ESPAGO PARA RESOLUCAD

3
2. Se x € um arco de segundo quadrante de modo que COS X = 5 entdo COS 2x = __.

3 7 6 24
alg bl -55- cly d 5 25
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. |dentifique no intervalo [0,2m[, a solu¢cdo de cada equagdo abaixo:

a)
b)

c)
d)

sen (2x) = sen (x)
cos(2x)-cos(x)=0

sen (2x) = cos(x)
cos(2x)+3cos(x)=-2

ESPAQO PARA RESO

AULA 09 — TRIGONOMETRIA
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. Determine a soma dos nUmeros associados as proposicoes VERDADEIRAS:

01. (sen x+cos x)2 =1+sen 2x

2 2
.Se sen(x)=-=, cos(2x).sen(x) & -—.
02. Se sen(x) 3 (2x).sen(x) & 57

4 3
04. Sabemos que COSX = ze X € [O, g} Podemos afirmar, entdo, que 19 2x = 1

sec(x)
sen(x)
16.5€n(1T +Xx).cos (1 + x) = sen2x

08. Se sen(2x) =13 entdo éigual a 6.

ESPACO PARA RESOLUCAD
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. (UFMS) Para medir a altura da estdtua do Cristo Redentor em Trés Lagoas, uma pessoa, o@

distncia de 20 m da estdtua, observa o topo sob um dangulo 6 . Caminhando em direc
estdtua, quando o observador estd a 5 m da estdtua, ele observa o topo sob um é&ngulo 26. O ‘

Desprezando a altura do pedestal, a altura da
estdtua em metros é:

a) 542
b) 1042
c) 1542
d) 2042
e) 252

<
%
i
>
@)
Z
D
O
%
'—

|
o~
o
<
1
=)
<

1
6. boarcoxsabe-se que sen(x).cos(x)= e Ent&o, o valor de 1g(x)+cotg(x) € e a extremidade

desse arco x pode estar no quadrante.

a) -4;1° b) -4; 2° c)-2;3° d) =2; 4°

/ ® MATEM, \"’c{ L
Ny F\

%
O
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. (PUC —RJ) Na figura abaixo, a circunferéncia possuiraio 1, e os pontos A, B e C estdo sobre eI

segmentos AB e BC sdo paralelos aos eixos x e y, respectivamente.

v e
i © Em funcdo de a, qual é o valor da drea do triéingulo ABC?
5 A a) sen(2a)
b) sen(2a).cos(2a)
T c) sen(a)
. al . X d) 1- cos?(2a)
(5

L
o
i
>
O
z
O
9
(a4
|_
|
o~
sec? (5)+ cossecQ(5) f()
8. (EFoMM) O valor de : & igual a: <
cossec(10) 2
a) 1/2 b) 1 c)?2 d) 5/2 e) 4

ESPACO PARA RESOLUCAD

/ ° w:m.}ml °
AN
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EXERCICIOS NIVEL 3 * ### -

sen2x COSX

-cosx -1
afirmar que o determinante da matriz inversa de A

9. (PUC - PR) Se A=[ } € uma matriz cujo determinante ndo é nulo, entdo é CORRETO

]
a) pode serigual a o

b) ndo pode serigual a 1.

c) admite um valor mdximo.
d) admite um valor minimo.
e) pode ser maior do que 100.

ESPAGCO PARA RESOLUCAD

AULA 09 — TRIGONOMETRIA
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« (UNICAMP - SP) No dia 23 de marco de 2021, um navio encalhou no canal de Suez, no Egi
embarcacdo tinha 400 metros de comprimento e 60 metros de largura. No ponto onde aconte
o acidente, o canal de Suez ndo tem mais do que 200 metros de largura. Abaixo apresent

uma foto de satélite e uma figura representando a situagcdo. O dngulo a indicado na @o
abaixo mede 67,5°.

A largura do canal, medida em metros e
indicada por L na figura anterior, é:

a) 400V2-2 - 602 ++2 ~195,3
b) 20082-+/2 -15v2+ 2 ~125,4
C) 20082-+2 +15y2++/2 ~180,8
d) 200V3-+/3 -15{3++/3 ~192,6

// _GABARITO - AULA 09 /
sen(6)__ t4(0) 4/

< o w > O%
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Resolucdo do Exercicio 1: [D]

cos?a =1-sena

2
cos? o =1 _(E)
5

coszon=1—i

25

2 16
cos“a=—
25

cosa =J_ri
5

tfemos:
4
coso = —
5
c.sen(2a)=2-sena-cosa
34 24

sen(2a)=2-—-—=—
55 25

Resolucdo do Exercicio 2: [B]

Como o é um arco do primeiro quadrante,

Calculando:

2
sen’x =1- 3 :1—3:E
5 25 25
32 16 9 16
cos2X=|-—| —~——=——-—
5 25 25 25
cost:—l
25

Resolucdo do Exercicio 3:

a) Tem-se que

sen2x =senx < 2senxcosx—senx =0
< senx(2cosx—-1)=0

senx =0

S| ou

1
COSX = —
2

x=0oux=moux=2m

—_—

) TRIGONOMETRIA — RESOLUCOES — AULA

\*,

b)
cos(2x)—cos(x)=0

cos? x —sen? x —cosx = 0

cos® x — (1- cos?

x)—cosx =0
2cosZx—cosx—-1=0
1+3

COSX =——

1
cosx =1 ou cosx =—§

A Sen

Interbits®

1
1
I
1
1
]
1
1
| cos
I
1
I
I
1
I

An
3
Logo,
X 2m ouU X ou 0
= — = — X =
3 3
c)

sen(26) = cosH
2senBcos6O = cosH
2senfcosB—cos6 =0
cosB(2sen6—-1)=0
cosf=0 OU 2senf6—-1=0

De cos6 =0,
3n

TT
0=2 o, 0=20
2 V7T

1
De 2sen®—1=0, ou seja, SENO = E,

LN,

9=E ou O

6

AULA 09 — TRIGONOMETRIA
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s2X+3cosx =-2=

2 2

= Ccos“X—sen“x+3-cosx+2=0=

:>0052x—(1—coszx)+3-cosx+2=0:>

2

= 2c0s“X+3-cosx+1=0

Temos, entdo uma equacdo do segundo grau
na incdégnita cosx.

Resolvendo esta equacdo, temos:

—3++/3%2-4.2.1
COSX = 5.0 =

cosx=-1=x=1

Resolucdo do Exercicio 4: [11]

01. Verdadeiro
(sen x +cos x)2 = sen?x + 25ENXCOSX + COS2X

= (sen2x + COSQX) +2senxcosx = 1+ sen2x

02. Verdadeiro
Sabendo que cos(2x) =1-2-sen’x, obtemos

cos(2x)sen(-x)=(1-2- sen® X)-(senx)

04. Falso

Se cosx:% e X€|:0, ﬂ podemos considerar um

fridngulo retGngulo com um dos dngulos agudos
medindo x, o cateto adjacente a ele medindo

4 e a hipotenusa medindo 5.

ol

4

Calculando a medida do cateto b através do
Teorema de Pitdgoras, podemos escrever:

b2+42 =52 5p=3.

1—tgzx 3 1_2
-2 16 16

08. Verdadeiro

2.3 3
tg(2x) = 2M9x _ "4 _ 2 —%

A expressdo dada equivale a:
Secx _ 1 _ 2 2
SEeNX SEeNXCOSX 2SenxXCosX sen2x

1l
o~

o=~

16. Falso
A =sen(m+ X)-cos(m+ X)
A =(—senx)-(—cosx)

A=1~sen2x
2

Resolucdo do Exercicio 5: [B]

Do tringulo maior, temos:
h
tgb=—
9 20

Utilizando este resultado no fringulo menor,

chegamos a:

tg2e=D: 2199 =g:

5 1-tg%e

s 1
TS S T

- = =
;. h* 400 —h? 400 —h?
400 400
= 200 = 400 —h? = h = /200
~h=10/2m

Resolucdo do Exercicio é: [B]

O valor de tgx +cotgx é:

Senx Ccosx
tgx +cotgx = +
COSX senx
sen? x + cos? x
tgx+cotlgx = ———
Sen xcosx
tgx+cotgx = ————
senxcosx
tgx +cotgx =

1
%

- tgx+cotgx =—4

o

wend
=ML
A

N
>

w

<
%
i
>
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Z
D
O
%
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|
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o
<
1
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1
SeNXCcosX = “2

2-Senxcosx :2(—%)

1

sen(2x)=—-—
(2x)=—
2x =210° 2x = 330°
x =105° x =165°

Ou seja, a extremidade do arco x pode estar no
2° quadrante.

Resolucdo do Exercicio 7: [A]

Sendo AB paralelo ao eixo das abscissas,

temos BAC=a, uma vez que BAC e a sdo
alternos internos. Dai, vem

sena _Bc < BC =2sena
AC

e

cosa = 2B < AB = 2cosa.
AC

A resposta é
(ABC) = 1. A8.BC

- N

=—-.2cosa-2sena

N

=sen2a.

Resolucdo do Exercicio 8: [E]

Calculando:
1 + 1 sen2(5) + cos2(5)

s<—:-c2(5)+cossec2(5)= 0052(5) sen2(5) _ sen2(5)c052(5)

cossec2(10) ! !
sen2(10) sen2(10)
1 4 4
- sen2(5)cosz(5) _ 4sen2(5)c052(5) - sen2(10) —4
1 1 1

sen2(10) sen2(10) sen2(10)

Resolucdo do Exercicio 9: [E]

Determinante de A:
detA =sen?x. (—1)—cosx-(—cosx)

detA = —sen® x + cos® x

det A = cos2x

Determinante da inversa de A:

detA~ =
CcoS 2X

Como -1<cos2x<1, a Unica alternativa
apresenta uma situacdo possivel é a [E].

Resolu¢do do Exercicio 10: [C] m ‘
T~

Tem-se que
c0s67,5° = M
\] 2
_ |[1-cos45°
2
N2-2
5
Dai, vem
sen67,5° = \/1 —cos? 67,5°
- 1_ﬂ
4
3 2+\/§
>

Considere a figura, em que BC=30m e
BE = 400 m.

Interbits®
m

Portanto, como
sena =B AB-30.
BC

2+«/§
2

& AB =15 2+\/§m

BD V22
2

cosa = — <> BD = 400-
BE

< BD =200y2-+2 m,

enconframos
L=AB+BD

= (15v2+/2 +200v/2—+2) m

e

o

[ ] Mp’,w%}’
=Mkl
AN
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1. Funcdo Seno

Denominamos fungcdo seno a funcdo f: R -+ R que associa a cada numero real x, o valor sen x.
y = f(x) = sen
Grdfico da Funcdo Seno:

Observe, agora, como varia a fungdo y =f(x)=sen x no intervalo [O,Qﬂ].

Ya

14— 5 ®

N
™N

N | =

s e s \._/

A curva acima é chamada de sendide.
Observando o grafico da funcdo f(x) = sen x, conclui-se:

e Admite valores positivos no 1° e 2° Quadrantes e negativos no 3° e 4° Quadrantes.
e Ecrescente no 1° e 4° Quadrantes e decrescente no 2° e 3° Quadrantes.
e Imagem:Im={ye R |-1<y<1}=[-1,1].

Importante: A cada 2r rad o comportamento da funcdo seno se repete. Dizemos, entdo, que o periodo
da funcdo seno é p = 2r rad.

AULA 10 - TRIGONOMETRIA
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Funcdo Cosseno

Denominamos funcdo cosseno a funcdo f: R - R que associa a cada niumero real x, o valor cos

Grdéfico da Fungdo Cosseno:

Observe, agora, como varia a fungdo y = f(X) = cos x no intervalo [0,211].

=) NlH

i

1

1

1

1

1

1

|

1

:

1
P--——--0
1
/:
1

1

|

1

1

1

1

1

1

|

|

1

1

1

1

1

1

A i
1

|

1
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1

1

|

1

|

I

1
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1

1
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1

1

- 1
1
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|

|

1

1

l

I

1

1
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1
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1

1

1

1

l

|

L 1
1

1

|

1

1

1

ola +
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N[
o|g
-
o3
w| &
w|g
O\IE.
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A curva acima é chamada de cossendide.
Observando o grdfico da funcdo f(x) = cos x, conclui-se que:

e Admite valores positivos no 1° e 4° Quadrantes e Negativos no 2° e 3° Quadrantes.
e Ecrescente no 3° e 4° Quadrantes e Decrescente no 1° e 2° Quadrantes.
e Imagem:Im={yeR| -1<y<1}=[-1,1].

Importante: A cada 2n rad o comportamento da funcdo cosseno se repete. Dizemos, entdo, que o
periodo da funcdo cosseno é p = 2r rad.

AULA 10 - TRIGONOMETRIA

Funcoes Genéricas - Conclusdes

f(x) = a+b.senmx +n) f(x) = a+b.cos(mx+n)

e O Pardmetro “a" é responsdvel pelo deslocamento vertical do grdfico.

a >0 — desloca para cima
a <0 — desloca para baixo

e O Par@metro “b" é responsdvel pela mudanca na amplitude do grdéfico.

b>1— aumenta a amplitude.
0<b <1 — diminui a ampliftude

e O Par@metro “m" é responsdvel pela mudanca no periodo do grdfico.

Periodo (p) = 2—“

m

\

(V4

weidd e
A
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Funcdo Tangente

Denominamos funcdo tangente a funcdo f: {x eR/x# g +kk e Z} — R que associa a cada no@

real x, o valor tg x.

y =f(x) = tgx

Grdfico da Fungdo Tangente:

Observe agora, como varia o grdfico da funcdo y = f(x) = tg x.

i

Ny

<
(2’4
i
>3
@)
z
O
©)
(2’4
'_
|
24
<
—all]
]
<

V=

O grdfico da funcdo tangente é chamado tangentdide

Observando o grdfico da funcdo f(x) = tg x, conclui-se:

e Dominio: {x eR/X ¢%+k‘|‘|’,keZ}

e Imagem:Im(f) = R
e E crescente em todos os quadrantes.
e« Afuncdo f(x) = tg x & impar, ou seja tg(-X) =—-1gX .

Importante: A cada = rad o comportamento da fungcdo tangente se repete. Dizemos, entdo, que o
periodo da funcdo tangente é p = nrad.

Na funcao f(x)=tg(mx) o periodo é dado por: [Periodo (p) = -

M|

..o.%

\

\V4
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Paridade

Os arcos trigonométricos x e — x possuem extremidades simétricas em relacdo ao eixo x.

Podemos concluir pelo esquema acima que:

« Seno é uma fungdo impar, ou seja: [sen(-x) = —sen(x)

AULA 10 - TRIGONOMETRIA

« Cosseno é uma funcdo par, ou seja: |cos(—x) = cos(x)

« Tangente é uma fungGo impar, ou seja: |tg(-x)=-tg(x)

Funcao Paridade ’ Periodo l Sinais \ Dominio | Imagem
senq s 27 e R [=1,1]
sen(-a) = -sena - -
par -+
COSA | oo a)=cosa| 27 - § R [-1,1]
impar =|+\ | x#7/2+km,
tga tg(-a) = -tga A + 9 onde k é inteiro R
Oa . P

(V4

MATEMKTICK ®
AN
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'EXERCICIOS /

'EXERCICIOS NiVEL

1 . Determine o conjunto imagem e o periodo de cada funcdo abaixo:

a) f(x)=5+3cos(2x)  b) f(x)zzcos[(;x_gj c)f(x)=—1+25en(§) d)f(x)=3-5sen(2x+4).

2. Julgue os itens abaixo:

. Um determinado fendmeno pode ser modelado através da funcdo y=a+bsen(cx+d). Se
a=2,b=l,c=mme d=g, aimagem da funcdo é [1, 3]..
Il. O grdfico abaixo representa uma funcdo real de varidvel real.
f(x)

2

1

1

2
A funcdo que gerou o gréfico dado pode ser dada por: f(x)=2sen (2x)

lll. Considere o grdfico da funcdo real f(x) = a —bcos x, com a e b ndo nulos.
y
s £

= EeS e oo e e

I

Sabendo que os pontos [

1| e (0, =1) pertencem ao grdfico, o valor de (1) & 3.

N3

\' O‘ . / © MATEM, ‘\-‘:AI L \
m = <

AULA 10 - TRIGONOMETRIA
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IV. Analise o grdfico.

y

fessor®

7 Jo osr  1m \ 15t / 2n | 25n én\ X

2
A funcdo descrita pelo grdfico pode ser dada por f(x) = 1 + 2sen x

V. Na figura abaixo estd representado um trecho do gréfico de uma funcdo real da forma
y =m.sen(nx)+k, com n > 0.
g

0 2 4 6\

- . m
Os valores de m, n e k, sdo, respectivamente -3, 5 el.

Dos itens acima, estd(do) correto(s):

a) Somentel, llelV

b) Somentell, VeV

c) Somentel, Il lleV
d) Somentell, llle IV

e) Todos estdo corretos

AULA 10 - TRIGONOMETRIA
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. (UPF = RS) Na figura estd representada parte do gréfico da uma funcdo periddica. O periodo
positivo minimo e a amplitude desta funcdo, respectivamente, sdo: I

Interbits®

0)2—ne15
9 ,

b) 2T e

)

c)

d)

o

©o|d o[ old 4

®
[

e)

5. (UDESC - SC) Na figura estdo representados os grdficos das funcdes cosseno e seno definidas no
intervalo [0,1T].

SuperProfessor®

<
oz
i
=
©)
v
O
)
oz
—
|
P
<
]
=)
<

Considerando os pontos A, B e C mostrados na figura,
o tringulo com vértices A, B e C tem drea igual a:

il V2 V2 rr\/g rr\/g
A B 0)5 o) 70 95 @

Gréficos das fungdes cosseno e seno definidas em [0,m]
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_ EXERCICIOS NiVEL 2

/4

6. (UFSC - SC) Considere as funcdes reais g(x) =-1+2sen(x) e h(x)=-2-3cos(x - 1) para
determine a soma dos nUmeros associados A(s) proposicdo(des) corretals).

01, g(E]z—m

02. O periodo da funcdo g é m.
04. A imagem da funcdo g é o intervalo [-3,1].
08. Se x €[0,27], entdo o Unico valor de x que satisfaz a equacdo h(x)=-2 é 3?“

16. O valor maximo da funcdo h é 3.

32. 1 -Ej:@.
g( 4)"90)

ESPAGCO PARA RESOLUCAOD

X € [-2m, 21],

AULA 10 - TRIGONOMETRIA
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. (UEPG - PR) Considerando a funcdo real definida por f(x) = a+b sen (2bx), onde a e b sdonu
reais ndo nulos, assinale o que for correto.

01.Sea=2eb=1, f(x) tem periodo 2rn e imagem [1, 3].

02. Se f(x) tem periodo g e imagem [-4,2] entdo a=-1 e b pode assumir dois valores.

04.Se a=1, aimagem de f(x) & o intervalo [-1, 3], somente no caso do b = 2.

08. Se b =2, f(x) tem periodo g independente do valor de a.

16. Se b = 2 qualguer que seja o valor de a, o grdfico de f(x) sempre intercepta o eixo x.

ESPACO PARA RESOLUCAD
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. (FCMSCSP) A figura indica o grdfico da funcdo f: R — R, definida por f(x)=x-sen(x), e a ab
de dois dos seus pontos, cujas ordenadas sdo P e Q.

Nas condicdes descritas, P + Q € igual a

SuperProfessor®

T
Q) ——
12

ESPACO PARA RESOLUCAD

'EXERCICIOS NIVEL 3 ## %4

9. (ACAFE - SC) Analise as afirmacdes a seguir, e assinale a alternativa correta.

a) O periodo da funcdo f(x)=4,2+0,5.cos(2mx+3) & 2?11
b) O valor méximo que a funcéo f(x) = 3senx+4cosx assume é igual a 5.
c) Sendo ae [E, n} e sena= i, entdo tg(2a)= —é.

2 13 6
d) A equacdo tg(2x) = J3 possui 5 solucdes no intervalo 0 < x < 2.

ESPACO PARA RESOLUCAD
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. (UDESC - SC) Considere a funcdo f(x) = cos (x)++/3 sen (x), e analise as proposicdes.

l. f(x)=2sen (x+a) para algum ae [O, g}

ll. f possui uma raiz no intervalo [O, g}

lll. f tem periodo =

Assinale a alternativa correta.

a) Somente a proposicdo Il é verdadeira.

b) Somente as proposicoes | e Il sGo verdadeiras.
c) Somente as proposicoes Il e lll sGo verdadeiras.

d) Somente a proposicdo lll é verdadeira.
e) Somente a proposicdo | é verdadeira.

ESPACO PARA RESOLUCAD

// GABARITO - AULATO /4

36 10

c)im=[-3,1] e p=8n

1) a)im=[28] p=n ]
d)Im=[-2,8] p=n

b) Im = [-2, 2] p=2?"

AULA 10 - TRIGONOMETRIA



y s 7 7 47 7 4

r y y ¥y ryryi

N

Resolucdo do Exercicio 1:

a)lm=[2,8p==n

b) Im=1[2 2] p=2"
3

c)im=[-3,1ep=8n

d)im=1[28 p=n

Resolucdo do Exercicio 2: [E]

a) Verdadeiro

O conjunto imagem da funcdo depende
unicamente dos parémetros a e b.

=[2-1,2+1]=[3].

b) Verdadeiro
flx)=2sen (2x). Desde que f(0)=0 e f(4j 2
|m:[_2r2]ep: T

c) Verdadeiro

Substituindo os pontos dados na funcdo,
obtemos:
o—bcos(ﬂjﬂ a-b.0=1
2)  Plaba=-
a-bcos0 =-1 '

Logo, a=1e b =2.Sendo assim:

f(rr) =1-2costm
f(m)=1-2x%(-1)
~f(m) =

d) Verdadeiro

Amplitude do grdfico:
A="——=

Eixo vertical central do grafico:
_3+(-1) _
m 2

Deslocamento vertical do grdfico em relacdo
Qo eixo y:

Ay=1-0=1

Portanto, a funcdo descrita pelo gréfico pode
ser dada por:

f(x) = a+b.senx
f(x) =1+ 2senx

V. Verdadeiro

Do grdfico, temos f(0)=1. Logo, vem
1=m-sen(n-0)+k < k=1

Sabendo que a funcdo seno é crescente no
primeiro quadrante, podemos concluir que
m < 0. Ademais, como —1<senx <1, femos
—1<senx <1= —-1<sen(nx) <1
= m <msen(nx) < -m
=>m+1<msen(nx)+1<-m+1.
Mas sabemos que -2<msen(nx)+1<4 e,
portanto, vem m=-3.
Ainda do grdfico, podemos afirmar que o
periodo da fungdo é 6. Logo, sendo n>o,

femos

Resolucdo do Exercicio 3: [A]

Somente o primeiro grdfico apresenta as
caracteristicas  da  funcdo f(x)=-2sen3x:
amplitude 2, inicio decrescente e na origem

Resolucdo do Exercicio 4: [D]

O periodo fundamental da funcdo é
21 2m
?—O Y enquanto que amplitude € igual a
15-(-05) _,

2

Resolucdo do Exercicio 5: [B]

O ponto A & a origem, logo, A = (0, 0). O ponto
C é a primeira intersecdo entre as funcdes a
partir de x = 0, logo:

\QO P

gy
MATEMAT
F\

m
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nXx = CosX [32] Verdadeira. Temos que:
- h(0) = -2 — 3cos(—) = 1 O
4 g(0)=-1+2sen(0) = -1
y=sen£=£ tg(_3j=_1=@
2 4 9(0)
c=|T é
4’ 2
Resolucdo do Exercicio 7: [10]
E o ponto B é dado por: . .
cosx =0 Andlisando as alternativas uma a uma:
[01] INCORRETA. Calculando:
T
X =3 f(x) =2+ sen (2x)
Im=(2-1;2+1)=(1;3)
T
B= (_’ Oj 2n
2 P =—=T
2

[02] CORRETA. Calculando:

272 f(x) =a +b sen (2bx)
A==
2 P=§—E=§:>2b=6:>b=3
.'.A:ﬂu.a. a+b=2 <
8 Im= =a=-1=>b=4+3 o
a-b=-4 =
Resolucdo do Exercicio 6: [36] g
[04] INCORRETA. Calculando: >
[01] Falsa. Calculando: f(x)="1+Db sen (2bx) 8
1+b=3 Y
g[gj=—1+23en(gj=—1+2-1=1 Im:{1_b:_1:>b=ir2 FEI
o
[02] Falsa. O periodo de g é dado por: [08] CORRETA. Calculando: <
f(x)=a+2-sen (4x
T,=2" o ) 9 <
o _2m_m
4 2
[04] Verdadeira. Valores limite de g:
Omax =—1+2-1=1 [16] INCORRETA. Se a=3 e b=2 o grdfico da
Imin =—1+2-(-1)=-3 funcdo ndo intercepta o eixo X.

Portanto, Img = [3,1]. Resolucdo do Exercicio 8: [A]

7
[08] Falsa. Resolvendo a equacdo, obtemos: P+Q= f(g)”[g)
—2-3cos(x—m)=-2 i  7n 7n
cos(x—m)=0 =5 senc + - -sen—
X—T[=E+kT[,k€Z :E 1+7_.(_Senzj
2 2 6 6
T n n 1
k=1=x=3 2762
3 -_"
k=0=x= ? - 12 .
Ou seja, hd mais de uma solucdo para esse
intervalo de x.
[16] Falsa. O valor maximo de h é:
Nnax =—2-3-(-1)=1
E l . < . M“:M‘IT\FK( R > e e~
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R&solucdo do Exercicio 9: [B]
Portanto, a equacdo possui 4 solugcoes

[A] Incorreta. O periodo da fungdo é dado por: o intervalo dado.

o oL .

Resolucdo do Exercicio 10: [E]

[I] VERDADEIRA. Calculando:
f(x) = cos (x) + J3 sen (x)=

)=2{ 5008 (33 -sen ] =

. = f(x) = 2-(sen 30°- cos x+cos30° -sen x) =
0 @ f(x)=2-sen (30°+x):a=30°€[o, ﬂ
4
send =2 =3 = 5send [l FALSA. Ndo hd& solugcdo entre [0, g}
5

Calculando:
2-sen(30°+x)=0=sen(30°+x)=0=
30°+x=0°= x=-30°
ou
30°+x =180° = x =150°

cos0 = % =4 =5cos0

Substituindo na fungcdo dada:
f(x) = 5senBsenx +5cosBcos x
f(x) = 5(senBsenx + cosOcos x)
f(x) =5cos(6—x)
[l FALSA. A funcdo dada é uma fungcdo do fipo
Portanto, o valor méximo que a funcdo pode seno cujo periodo € 2.
assumir é:
f s =5-c08(0-%X)=5
max (1 )
[C] Incorreta. Calculando:
2
cos? a =1—(ij = 1—2—5
13
_ 144 _ 12
169 13

<
(2’4
i
>3
O
z
O
)
(2’4
'_
|
24
<
—all]
]
<

2-(—3j -5
_ 2tga 12) 6 __120
t-t?a (572 1190 119
1—[—5) 144
[D] Incorreta. Resolvendo a equacdo:
tg(2x) =3
T i T

2X=—+kn=>x=—+k—, keZ
3 6 2

+
N
E|

N[ A

I
\l
o1°’|=l c.o|

E]

+
A
Il

+
N g

+

N

A

1]
Sig -

I | |
ola ola ola @13 o3

\

%
O

weidd e
A




) FUNCOES TRIGONOMETRICAS - APLICACOES  ,coisTahAULA

Essa aula visa a aplicacdo dos conceitos de funcdes trigonométricas em questdes contextualizadas.
Segue abaixo um resumo da aula 10.

|f(x) =a+b.senmx+ n)| |f(x) =a+b.cos(mx+ n)|

e O Par@metro é responsdvel pelo deslocamento vertical do grdfico.

a >0 — desloca para cima a <0 — desloca para baixo

e O Par@metro “b" é responsdvel pela mudanca na amplitude do grdfico.

b>1— aumenta a amplitude. 0 <b <1 — diminui a amplitude

e O Par@dmetro “m" é responsdvel pela mudanca no periodo do grdfico. |Periodo (p) = —

AULA 11 - TRIGONOMETRIA

EXERCICIOS

1 . (PUC = RS) A pressdo arterial € a pressdo que o sangue exerce sobre as paredes das artérias. Ela
atinge o valor méximo (pressdo sistélica) quando os ventriculos se contraem, e o valor minimo
(pressdo diastdlica) quando eles estdo em repouso. Suponhamos que a variacdo da pressdo arterial
(em mmHg) de um cidaddo portoalegrense em funcdo do tempo (em segundos) é dada por

P(T)=1OO—20.cos(8?nTj. Diante disso, os valores da pressdo diastdlica e sistdlica, em mmHg, sdo

iguais, respectivamente, a

a) 60 e 100 b) 60 e 120 c)80e 120 d) 80 e 130 e) 90 e 120

VAN
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pessoa P estd no ponto mais alto dessa roda-gigante.
P
W\
\ ]

Com o passar do tempo, & medida que a roda-gigante gira, com velocidade angular constante e
no sentido hordrio, a altura da cadeira onde se encontra a pessoa P, em relacdo ao solo, vai se
alterando.

O grdéfico que melhor representa a variacdo dessa altura, em funcdo do tempo, contado a partir do
instante em que a cadeira da pessoa P se encontra na posicdio mais alta da roda-gigante, é

. (ENEM) A figura ilustra uma roda-gigante no exato instante em que a cadeira onde se encon@

a)

Altura em
relagéo ao solo

»

Tempg

o

S

»
>

<
(2’4
i
>3
@)
z
O
©)
(2’4
'_
|
<
—all]
]
<

Altura em
relagéo ao solo

o

Tempo'

0O
-
>
>

Altura em
relagéo ao solo

Tempo'

o
o

»
>

Altura em
relagdo ao solo

o

Temp5

©)
=
I
>

Altura em
relacéo ao solo

SuperProfessor®

Temp6

o

&
\

\V4

* mf;mf\f'ﬂ! L
F\
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. (ENEM) Uma mola é solta da posicdo distendida conforme a figura. A figura & direita repres
grdfico da posicdo P (em cm) da massa m em funcdo do tempo t (em segundo) em um sistema de
coordenadas cartesianas. Esse movimento periddico é descrito por uma expressdo d o‘
P(t) = tAcos(wt) ou P(t) = tAsen(wt), em que A >0 é a amplitude de deslocamento mdximo

é
a . , , 21
a frequéncia, que se relaciona com o periodo T pela formula w = T

Considere a auséncia de quaisquer forcas dissipativas.

Grafico

PA

Posicao
de equilibrio

m
Mola distendida
m

A expressdo algébrica que representa as posicdes P(t) da massa m, ao longo do tempo, no grdfico,

e <
=

a) -3 cos (2t) b)-3sen (21) c) 3 cos (21) d) -6 cos (21) e) 6 sen (2f) g
°

4. (PUC — RS) Os fendbmenos gerados por movimentos oscilatérios sdo estudados nos cursos da O
Faculdade de Engenharia. Sob certas condicdes, a fungcdo y =10 cos(4t) descreve o movimento %
de uma mola, onde y (medido em cm) representa o deslocamento da massa a partir da posicdo 'T
de equilibrio no instante t (em segundos). Assim, o periodo e a amplitude desse movimento valem, E
respectivamente, <
=

a) gs — 10cm b)2ns — 20em Q) %s — 10cm d) %s — 20cm €) gs — 20cm <

ESPAGO PARA RESOLUGAD

\

\/
O
A

Mp,"’,w}g{ L
=ML
A
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. (UFSC - SC) Entre as doencas causadas pelo uso de cigarros, estdo o cdncer e outras doe
cardiovasculares. Sendo Maria fumante, resolveu consultar um médico para verificar a existéncia

algum problema de sadde. Em sua primeira consulta, o médico recomendou que Maria reol'e‘
vdrios exames, entre eles um que faz o mapeamento do volume de ar nos pulmaoes.

Apds Maria redlizar esse exame, o especidlista informou que o volume de ar V, em litros, nos pulmdes
de Maria variou em funcdo do tempo t, em segundos, de acordo com a funcdo

V:E+2 sen (EJ
5 5 5

Movimentos Respiratérios

a

Entrada de Ar .
Musculos relaxam,

contraindo a caixa

Caixa toracica toracica

se expande

Inspiracao
Diafragma se contrai
(move-se para baixo)

Disponivel em: <https://www.sobiologia.com.br>. Acesso em: 14 maio 2018.

Expiracao
Diafragma relaxa
(move-se para cima)

a) Com base na fungcdo dada, determine, na forma decimal, os valores de mdximo e de minimo do
volume de ar, em lifros, dos pulmdes de Maria.

b) Com base na funcdo dada, determine quanto tempo, em segundos, Maria leva para realizar um
ciclo respiratério completo.

<
(2’4
i
>3
O
z
O
©)
(2’4
'_
|
<
—all]
]
<

c) Considerando o primeiro ciclo respiratério descrito na funcdo dada, qual é o tempo, em segundos,
que fornece o volume mdximo de ar nos pulmdes de Maria? (Expresse o resultado na forma decimal)

ESPACO PARA RESOLUG

\

%
O
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6. Em um repositdrio de trabalhos de conclusdo de cursos de pds-graduacdo, encontrou-se uma

pesquisa sobre a altura das ondas que chegam & costa brasileira. Suponha que nessa investigacdo
os estudantes tenham encontrado a férmula que mais se aproxima desse fendmeno

h(t)=15- 5.COS(%TJ, comt>0, ondeté otempo em minutos e h(t) é a profundidade da dgua, em

metros, no instante 1.
O instante em que, apds o inicio das observagdes, ocorre o primeiro pico de maior altura é

a) 18 minutos. b) 6 minutos. c) 3 minutos. d) 1 minuto.

<
%
i
>
©)
Z
O
O
%
'—

|
<
1
3]
<

7. (IMED) A afracdo gravitacional que existe entre a Terra e a Lua provoca, entre outros fendmenos,

o da chamada maré astronémica, que se caracteriza pelo periddico aumento e diminuicdo do
nivel do mar. Medindo e tabulando essas variacdes, os estudiosos do assunto podem descrever
matematicamente o comportamento do nivel do mar em determinado local por meio de uma
funcdo. A férmula a seguir corresponde a medicdes feitas na cidade de Boston, no dia 10 de
fevereiro de 1990.

h(’r)=l,5+],4.cos[%.’r)

Nessa funcdo, h(t) (em metros) corresponde & altura do nivel do mar, e t, ao tempo transcorrido

desde a meia-noite (em horas). Com base nessas informagdes, quantas horas se passaram desde
o inicio da medicdo até que o nivel do mar tenha atingido 2,2 metros pela primeira vez?

a) 2 horas b) 3 horas c) 4 horas d) 5 horas e) 6 horas
ESPACO PARA RESOLUCAD /-
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. (EPCAR) Em umaroda gigante, a altura h, em metros, em que uma pessoa se encontra, em rel

ao solo, no instante t, em segundos, é dada pela funcdo h:R —> R, definida

h(t)= A+B sen (Ct), em que A, B e C sGo constantes reais. O ‘

A figura a seguir ilustra o grdfico dessa funcdo, no intervalo [0, 150]
h(t) A

Interbits®

Ol AR EEEEE e

10

e ————

1p---- . _

0 90 150 t(s)
Analise cada proposicdo abaixo quanto a ser (V) Verdadeira ou (F) Falsa.

w
o

( )]ABC|=1
() Noinstante t=20s, a pessoa estard a uma altura h tal que he[17,5;17,8]

() Afuncdo real f definida por f(f)=10-9 cos (%_ETJ € idéntica a funcdo h.

Sobre as proposicdoes, tem-se que

a) todas sdo verdadeiras.

b) apenas duas sdo verdadeiras.
c) apenas uma é verdadeira.

d) nenhuma delas é verdadeira.

ESPAGO PARA RESOLUGAC
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9. (ENEM) Um técnico precisa consertar o termostato do aparelho de ar-condicionado de um escritério,
que estd desregulado. A temperatura T, em graus Celsius, no escritério, varia de acordo com a

funcdo T(h)=A+B sen(%{h-m)j, sendo h o tempo, medido em horas, a partir da meia-noite

(0<h<24) e A e B os parémetros que o técnico precisa regular. Os funciondrios do escritdrio
pediram que a temperatura mdxima fosse 26 °C, a minima 18 °C, e que durante a tarde a
temperatura fosse menor do que durante a manha.

Quais devem ser os valores de A e de B para que o pedido dos funciondrios seja atendido?

a) A=18eB=8  b) A=22eB=-4 c)A=22eB=4 d) A=26eB=-8 ) A=26eB=8

ESPACO PARA RESOLUCAD
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. (UFSC - SC) O ddlar americano (US$) é moeda bastante usada em tfransacdes finanag

internacionais, mas, em decorréncia de vdrios fatores, o seu preco pode variar bastante. E ﬁ
dia de forte variagcdo, o preco, em reaqis, de venda e de compra de um ddlar omeri
comercializado no Brasil foi descrito, respectivamente, pelas funsées

V(t)=3,8+0,4 sen GT) € C(t)=3,5+0,5sen ij, nas quais t representa o tempo medido, em horas,

sendoque teR € 8<t<17.

01. Os valores maximo e minimo do preco do ddlar para venda foram de, respectivamente, R$
3.80 e R$ 0,40.

02. Apenas para T = 13h o preco de compra do ddlar foi de R$3,30

04. Uma pessoa que comprou US$130,00 quando t = 8h e vendeu essa quantia quando t = 14h
perdeu R$13,00. Contudo, se a venda fosse feita quando t = 16h obteria um lucro de R$39,00.

08. Usando cartdo de crédito, uma pessoa comprou um produto em um site americano ao preco
de US$50,00 Considerando que a cobranca da fatura do cartdo de crédito ocorre segundo o
preco de compra sempre as 17h, entdo o produto custou mais do que R$ 175,00

16. Para cada t pertencente ao intervalo {t e R;12 <t <16}, a diferenca entre o preco de venda

e o preco de compra foi maior que US$0,30.

ESPACO PARA RESOLUCAD
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Vs :sen(z?"t)=4 = V,,,,-,,:%—% = | Vmin=2,2L.
Vimax :sen(z?t)-1 = Vpix= 153 %: Vini=3,0 L.

J

Pcra t=032?nt=0. Nf/(e)

2
O primeiro ciclo completa-se quando ?”t =27 eotempoéo
periodo (T). Assim:

2n
| FTeme
m equesen(z—nt)ﬂ ocorre um maximo. 2T
pr 5 , 3 tg(ﬁ)

O primeiro &, entdo, pcro
2n n
Ft=g > t=gs = [t=125s ]

O gréfico mostra o comportamento da fungdo V = f(t) para o primeiro ciclo.

1V(L) \
z,z/ \ _/ te)

0,00 1,25 75 5,00

e ———
V‘V
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Resolucdo do Exercicio 1: [C]

: TRIG QNQMET RIA —

Sabendo que o valor mdximo de cos[%i) é

1, podemos concluir que o valor da pressdo
diastdlica é 100-20 = 80mmHg.
Por outro lado, sendo -1 o valor minimo de

81 -
cos ?-t, segue que o valor da pressdo

sistélica é 100-20-(-1) =120mmHg.

Resolucdo do Exercicio 2: [A]

Para uma posicdo qualguer do ponto P,
tferemos:

h=hy +y=hy +Rcos6

Portanto, a altura do ponto P descreve uma
cossendide e estd melhor representada pela
alternativa [A].

Resolucdo do Exercicio 3: [A]

Sendo Im=[-3,3] a imagem da funcdo P,
temos P(t):—33en(2t) ou P(t)=—3COS(2t). Mas,
P0)=-3 e,

P(t) = -3cos(2t).

portanto, s6 pode  ser

e —

RESOLUCOES — A

Resolucdo do Exercicio 4: [A]

Como a funcdo Y=10cos(4t) & da forma
y=a-cos(m-t), segue que seu periodo é dado

2n m
or —=—.
Py ™2
A imagem da funcdo é o intervalo
10-[-1,1=[-10,10]. Portanto, a amplitude do

movimento é 10 cm.

Resolucdo do Exercicio 5:

a) Teremos:

2mt 13 2 11 22
Vinin = sen [?) =-1=Vyin = 5 5 5" %L Vinin = 2.2L.
2mt 13 .2 30
Vinax = sen [?j =1= Vyax = sts" BL =| Vimax =3,0L.

21

Para t=0 = ?t—O. O primeiro ciclo

2m ,
completa-se quando ?t =21 e o tempo é

o periodo (T). Assim:
-

2T
c) Sempre que sen[?t)ﬂ, ocorre um

mdximo. O primeiro &, entdo, para
xRy X t=1,25s.
5 2

t=§s =
4

O grdfico mostra o comportamento da
fungdo V =f(t) para o primeiro ciclo.

<
—_
=
~
Interbits®

t(s)

0,00 1,25 2,50 3,75 5,00
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) | Rgsolucdo do Exercicio é: [B] f(t)=10—9 cos (%—%tj & idéntica & fur‘ll

O primeiro pico ocorre em: h ‘
" O

COS(gtj=-1 f(t)=10-9 cos | 2M - T
2 60

T

Et=n+21'[k (keZ) f(t)=10-9- cos T . cos ™t 4 son 3T . gon Tt
2 60 2 60

t=6+12k

k=0 f(t)=1o—9.(—1-sen“—'tj

. 60
S t=6min

- ‘sen| Tt
f(t)=10+9 sen( 60) h(t)

Resolucdo do Exercicio 7: [A]

Resposta: [B] apenas duas sdo verdadeiras.

Calculando: Resolucdo do Exercicio 9: [B]
h(t)=2,2 = 1,5+1,4-cos[%-t] - 1,4~cos(%~tj =22-15

Substituindo os valores na equacdo por 26°C

- cos(E-t) _07 cos(E-t) 1 pela manha, s 6h e 18°C as 18h, tem-se:
6 1,4 6 2 m
- - T(h)=A+B sen(ﬁ(h—m)j
1° Quadrante = —-t=— =t =2horas <
6 3 T(6)=26=A+B sen[1(6712))—>26=A+B sen[—E)—)26=A—B Y
~ 1~ . s e
Resolucdo do Exercicio 8: [B] T(18)=18=A+B sen(ﬁ(18—12)j—>18:A+Bsen(§j—>18:A+B g
- A-B=26 z
De acordo com o grdafico, temos: {A+B _18 O
h(0)=10= A +B-sen(C-0)=10=A =10 A 44 S A 22 B4 4
m=[119]=B="2""_p_9 1
L T2 - Resolucdo do Exercicio 10: [28] .
Logo: [01] Falsa. O valor minimo ocorre quando é
h(t)=10+9-sen(C-t) sen(gtj=—1. Logo, vem <
Sabemos que h(30) = 19, logo: le'n(t) = 3,8 + 0,4'(—1) = R$ 3,40.

10+9-sen(c-30)=19:>9-sen(c-30)=9:sen(c-30)=1:>cc?tqﬁr%dﬁg(f6—“0

[02] Falsa. Tem-se que

Portanto,
C(13) = 3,5+O,5$en(;13J

h(t)=10+9~sen(l-t
60

= 3,5+0,5sen(3n+£j
Julgando as informagoes, obtemos: 4
Falsa. |A-B-Cl=m, pois: :3,5_0’5.%
i 3-m
10-9- —|=— ~
‘ 60 > =3,15.
[04] Verdadeira. Com efeito, pois

Verdadeira. No instante t=20S, a pessoa (63540 LOPRTIN
=3,5+0,5sen| —-8 [=3,5
estard a uma altura h tal que he[17,517,8] ©) (4 j ©

h(20):10+9-sen[%-20j=10+9~sen(gj=17,79

Verdadeira. A funcdo real f definida por

&y O%

w

(V4

L] MA.,—M%*I L
=M
A
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V(14) = 3,8+0,4sen(§-14j

= 3,8+O,4sen(3n+gj
=3,8-0,4
=3,4.
Logo, a perda foi de

(3,5-3,4)-130 =R$ 13,00.
Por outro lado, sendo
V(16)=3,8+o,4sen(%16)=3,8, o lucro

seria de
(3,8-3,5)-130 =R$ 39,00.

[08] Verdadeira. De fato, pois sendo

c(17)= 3,5+0,53en(%-17)

= 3,5+0,55en(4n+gj
=3,5+0,5- Q
2
~ 3,9,
vem que o produto custou,

aproximadamente, 50-3,9 =R$195,00.

[16] Verdadeira. Tem-se que

3,8+0,4sen| ~t|-3,5-0,5sen| ~t |=0,3-0,1sen| ~t |.
4 4 4

Dai, como

Et<E-16<:>31t<Et<41T,
4 4 4

podemos concluir que, para cada t
pertencente ao intervalo {teR;12<t<16},
a diferenca entre o preco de venda e o
preco de compra foi maior do que R$ 0,30.
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  θ = 120 °


   7 2 =  3 2 +  5 2 − 2 ⋅ 3 ⋅ 5 ⋅ cos θ → cos θ = −  1 2 .


  4 + 3 +  13 = 7 +  13 .


      x 2 =  4 2 +  3 2 − 2 ⋅ 4 ⋅ 3 ⋅ cos ⁡ 60 °    x 2 = 16 + 9 −  2 ⋅ 12 ⋅  1 2   x =  13


      y 2 =  8 2 +  5 2 − 2 ⋅ 8 ⋅ 5 ⋅ cos 120 °    y 2 = 64 + 25 + 80 ⋅  1 2   ∴ y =  129


      x 2 =  5 2 +  8 2 − 2 ⋅ 5 ⋅ 8 ⋅ cos 60 °    x 2 = 25 + 64 − 80 ⋅  1 2   x =  49   ∴ x = 7


      x 2 =  6 2 +  3 2 − 2 ⋅ 6 ⋅ 3 cos 60 °    x 2 = 36 + 9 − 2 ⋅ 6 ⋅ 3 ⋅  1 2    x 2 = 45 − 18    x 2 = 27   x =  27


  10 +  13 .


  7 +  13 .


  10 +  5 .


  7 +  5 .


  5 +  5 .


   EB ¯


   AC ,


   129 .


   129 .


  2  17 .


    1   ,   16   6 ≈   19   %  


     tg 30 ° =  x 2 ⇔ x = 2    3 3 = 20 , 58 = 1 , 16   A =   1 , 16 ⋅ 2 2 = 1 , 16


  d = 1000  3   m


  d = 1000  3   m


     3 2 =  d 2000


     3 2 =  d 2000


  sen   60 ° =  d 2000


  sen   60 ° =  d 2000


    No   △ PBC   Temos :


  Δ   A   B   P  


  tg θ =   C . O .  C . A . =  7 8 .


  sen α =    BC ¯   AB ¯ =  5 13


        AB ¯ 2 =  12 2 +  5 2    AB ¯ =  169    AB ¯ = 13   cm


   AB ¯ :


  β = 45 ° .


  B  D ¯ C = C  B ¯ D = β .


   DC ¯ =  BC ¯ ,


  19 % .


  33   %   .


  37   %   .


  50 %


     3 3 = 0 , 58 .


  1 km


  3 km × 2 km


  2000  3 m


  2000 m


  2000    3 3 m


  1000  3 m


  1000 m


  α = 30 °


  2 α .


  θ =  E ¯ .


   C ¯ .


   A ¯ ,  B ¯


  sen  ( α ) =  5 13 .


  β = 45 °


  sen  ( α ) =  5 7 .


  β = 30 °


  sen  ( α ) =  5 12 .


  β = 60 °


  sen  ( α ) =  5 13 .


  β = 60 °


  sen  ( α ) =  5 7 .


  β = 45 °


  sen  ( α )


  β


   BC ¯


   AD ¯ ,  DC ¯


  β


   129 .


  33   %   .


  19 % .


   DC ¯ =  BC ¯ ,


  B  D ¯ C = C  B ¯ D = β .


  β = 45 ° .


   AB ¯ :


        AB ¯ 2 =  12 2 +  5 2    AB ¯ =  169    AB ¯ = 13   cm


  sen α =    BC ¯   AB ¯ =  5 13


  tg θ =   C . O .  C . A . =  7 8 .


  Δ   A   B   P  


  sen  ( α )


   AC ,


    No   △ PBC   Temos :


  sen   60 ° =  d 2000


  sen   60 ° =  d 2000


     3 2 =  d 2000


     3 2 =  d 2000


  d = 1000  3   m


  d = 1000  3   m


     tg 30 ° =  x 2 ⇔ x = 2    3 3 = 20 , 58 = 1 , 16   A =   1 , 16 ⋅ 2 2 = 1 , 16


    1   ,   16   6 ≈   19   %  


  β = 45 °


   EB ¯


  sen  ( α ) =  5 7 .


  5 +  5 .


  β = 60 °


  7 +  5 .


  sen  ( α ) =  5 13 .


  10 +  5 .


  β = 60 °


  7 +  13 .


   AD ¯ ,  DC ¯


  2  17 .


  sen  ( α ) =  5 12 .


  10 +  13 .


  β = 30 °


      x 2 =  6 2 +  3 2 − 2 ⋅ 6 ⋅ 3 cos 60 °    x 2 = 36 + 9 − 2 ⋅ 6 ⋅ 3 ⋅  1 2    x 2 = 45 − 18    x 2 = 27   x =  27


  sen  ( α ) =  5 7 .


      x 2 =  5 2 +  8 2 − 2 ⋅ 5 ⋅ 8 ⋅ cos 60 °    x 2 = 25 + 64 − 80 ⋅  1 2   x =  49   ∴ x = 7


  β = 45 °


      y 2 =  8 2 +  5 2 − 2 ⋅ 8 ⋅ 5 ⋅ cos 120 °    y 2 = 64 + 25 + 80 ⋅  1 2   ∴ y =  129


  sen  ( α ) =  5 13 .


      x 2 =  4 2 +  3 2 − 2 ⋅ 4 ⋅ 3 ⋅ cos ⁡ 60 °    x 2 = 16 + 9 −  2 ⋅ 12 ⋅  1 2   x =  13


   A ¯ ,  B ¯


  4 + 3 +  13 = 7 +  13 .


   C ¯ .


   7 2 =  3 2 +  5 2 − 2 ⋅ 3 ⋅ 5 ⋅ cos θ → cos θ = −  1 2 .


  θ =  E ¯ .


  θ = 120 °


  2 α .


  α = 30 °


   BC ¯


   129 .


  1000 m


  1000  3 m


  2000    3 3 m


  2000 m


  2000  3 m


  3 km × 2 km


  1 km


     3 3 = 0 , 58 .


  50 %


  37   %   .




