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Seja n um nUmero natural maior do que 1. O
fatorial de n, indicado por nl, é definido como o
produto dos n nUmeros naturais consecutivos de
1 até n, isto é,

Inl=n(n-1).(n-2). ... 3.2.1 para n>2|

Paran =1 e n =0 define-se
Acompanhe os exemplos:

a) 8l =
b) 4! =

8.7.6.5.4.3.2.1=40320
4.3.2.1=24

Dica: Podemos desenvolver um fatorial até um
fator conveniente. Observe:

a)7!=7.6.5.43.2.1=7.6.5.4.3!
——

3!
b)8!=8.7.6.5.4.3.2.1=8.7.6.5!
R
5!
c)10!=10.9.8!

d)nl=n(n-1).(n—2)!

Esse mecanismo de “pararmos” o
desenvolvimento de um fatorial em um fator
conveniente, permite o cdlculo de expressdes
envolvendo fatorial em aulas posteriores, de
forma menos trabalhosa.

" AULA 01

ANALISE COMBINATORIA - FATORIAL

(p) assista A auia D))
=

Calcular o valor da expressdo ——
613!

Resolucdo:

34
9l 9.8.7.6!
_ 876=9.8.7=84
6131 4131 321

x!

Resolver a equacdo =
(x-2)!

Resolucdo:

z

AULA 01— ANALISE COMBINATORIA

Lo . x=>0ex-220
Condicdo de existéncia:
x=22;xeN

xI
(x-2)l
X.(x-1).(x-2)! _

x-2)0
X.(x-1)=30

Resolver a equacdo (x- 2)I = 720

Resolucdo:
(x-2)1=720
(x-2)1=6.5.4.3.2.1
(x-2)I =6l
X-2=6—>x=8

Resposta: x =8
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EXERCICIOS NIiVEL1
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.

1 . Assinale V para as alternativas verdadeiras ou F para as alternativas falsas:

a) ( ) Sejam a e b dois nUmeros naturais positivos. Nessas condicdes é sempre vdlida a expressdo:

al+bl=(a+Db)!

10!
o) () —-=5040

| |
2. Simplificando a expressdow'];sl]&, obtém-se:

a) 210 b) 211 c) 212

AULA 01— ANALISE COMBINATORIA
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(M+1)m! 1 . 3 ,
. Sendo —— = — e tendo em vista que m >0, o valor de m € um numero:
(m+2)l 10
a) Primo b) multiplo de 3 c) multiplo de 2 d) divisivel por 5 e) divisivel por 6:

ESPACO PARA RESOLUCAD

_ n+1)l-n! .
4. Resolvendo a equagdo L = 7n, encontramos n igual a:
(n—1)!

a) 5 b) 4 c)é d)7 e)?

ESPAGCO PARA RESOLUGAD

xHx+1)!
(x-1)x!

a) -6 b) -5 c) 4 d) 5 e) 6

=20, entdo x vale:

ESPACO PARA RESOLUCAO
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_ EXERCICIOS NIVEL2  ##

6 . ( UFPEL-RS ) Os fatoriais sdo importantes em andlise combinatéria. Por exemplo, existem nl caminhos

diferentes de arranjar n objetos distintos numa sequéncia. Esses arranjos sdo chamados permutacoes
simples e nUmero de permutacdes é dado pelo produto n(n—1)(n —2)...3.2.1 Utilizando essa teoria,
o valor de nl na expressdo (n+1)1-2n!=6(n-1)! é:

a) 2 b) 3 c)é d) 1 e) 24

(x-1)rx

7. (ESPM ) Para xeN e x> 2, a expressdo —————
(X2 -2)r ()1

€ equivalente a:

a) x-2 b) (x-2)! c) (x-=1)! d) x e) x-1

8. O produto 20.18.16.14. ... .6.4.2 é equivalente a:

AULA 01— ANALISE COMBINATORIA

| |
a) % b) 2-10! c) 20! d) 2'°.101 e) =

210 10!

ESPACO PARA RESOLUCAO
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9. (ITA = SP) A expansdo decimal do numero 100! =100.99---2.1 possui muitos algarismos iguais a zero.

Contando da direita para a esquerda, a partir do digito das unidades, o niUmero de zeros, que esse
numero possui antes de um digito ndo nulo aparecer, é igual a

a) 20. b) 21. c) 22. d) 23. e) 24.

1 0 Qual é o algarismo das dezenas da soma finita 0!+11+ 21+ 3!+ 4!1+...+ 50! ?

a)l b) 2 c)3 d) 4 e) 5

AULA 01— ANALISE COMBINATORIA
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. RESOLUCOES

Resolucdo do Exercicio 1:

a) [Falso] Basta perceber que 3! + 41 7!

10! I
b) [Verdadeiro] 12 = 1028761 _ o5,
6! 6!
c) [Verdadeiro] 21211 12
111 11
81+7! I+ 71 I
d) [Verdadeiro] 7 8.71+7! _ 718 +1) _9
7! 7! 7!
Resolucdo do Exercicio 2: [A]
1514131 15.14.131+131 _ 181(15.14+1) o

13t 131 181

Resolucdo do Exercicio 3: [C]

(Mm+1)m! :i

(m+2)l 10
(m+1)! _i
(m+2)l 10

1 1
m+2:B B

Portanto, m é multiplo de 2

Resolucdo do Exercicio 4: [D]

(n+1)l-nl
n-11
(n+1).n.(n-1)1-n(n-1)! -7
(n-1)1
(n-1!n+1).n-n] _
(n-1)! B

(n+1).n-n=7n

n2+n-n=7n

n2-7n=0

n=7 oun
1

=0 (ndo serve)

Resolucdo do Exercicio 5: [C]

xE(x+1)! X (X =M+ (x+1)-x!
(x£1)!-)2! - ( (xz1§!~x! 20
X(x+1)=20 < x? +x-20=0

Resolvendo a equacdo, temos:

x=-5 (ndo convém) ou x=4.

Portanto, x=4.

Resolucdo do Exercicio 6: [C]

(n+1)!1=2nl=6(n-1)!
(Nn+nn=1)-2nn-1)I=4n-1)!
N+n-2n=46
nN+n-2n-6=0

nNn-n-6=0

n =3 ou n =-2(ndo serve)
Logonl=6

Resolucdo do Exercicio 7: [E]

(x2—1)!~x! :(x2—1)~(x2—2)!-x! ey
(x2—2)!~(x+1)! (x2—2)!-(x+1)~x! X+1

(x+1)-(x=1) _
(x+1)

x—1

Resolucdo do Exercicio 8: [D]

20-18-16-14....6-4-2=(2-10) (2-9) (2-8) (2:7) ...(2-3) (2-2)(2-1)
20-18-16-14-...6-4.2=2.2.2.2.....2.2.2.10-9-8-7-....3-2 -1
20-18-16-14-...6-4-.2=2"° 101

Resolucdo do Exercicio 9: [E]

Note que, toda vez que aparecer 5.2,

aparecerd um 0 (zero).

O fator 5 aparece nos seguintes nUmMeros:
5,10,15, 20, 25, ..., 100
20 numeros

25=5.5
Note que:50=2-5-5

75=3-5-5

100=4-5-5
Entdo, o fator 5 aparece 20 +4 =24 vezes.

Resolucdo do Exercicio 10: [A]

0!=1

1M=1

21=2
31=6
41=24
51=120
6!=720
71=5040
8!=40320
9!=362880

A partir de 10! Todo nUmero termina em 00.
Portanto, a soma dos dois Ultimos digitos dos
numeros serd
1+1+2+6+24+20+20+40+20+80 =214

Portanto, o algarismo das dezenas é o 1.
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ANALISE COMBINATORIA -
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O Principio Multiplicativo da contagem

X

Principio Multiplicativo: “Se uma decisdo ds
pode ser fomada de x maneiras diferentes e se,
uma vez tomada a decisdo di, a decisdo d2
puder ser tomada de y maneiras diferentes,
entdo o nimero de maneiras de se tomarem as
decisdes di e d2 € dado pelo produto x.y"

Obs.: O Principio Multiplicativo pode
generalizado para mais de duas decisoes.

ser

'EXERC

a) 420. b) 950. c) 12100.

g ESPACO PARA RESOLUCAO

O

ASSISTA

"N

T

Numa sala existem 2 garotas (Adriana e Cleide)
e 3 rapazes (Rodrigo, Saulo e Sandro). Quantos
casais diferentes podemos formar com essas 5
pessoase

Solucdo: Para formarmos um casal precisamos
agrupar 1 homem e 1 mulher, isto &, precisamos
tomar uma decisdo 1 que consiste na escolha
de um homem e tomar uma decisdo 2, que
consiste na escolha de uma mulher.

A decisdo 1 pode ser tomada de 3 maneiras
diferentes (existem 3 homens);

A decisdo 2 pode ser tomada de 2 maneiras
diferentes (existem 2 mulheres).
Logo, o nUmero total de casais é 3.2 = 6.

Iclos

1 . (EEAR) José precisa elaborar uma senha de 6 digitos distintos, de forma que contenha 2 vogais,
seguidas por 4 algarismos. Entdo a quantidade de possibilidades para a elaboracdo da senha é:

d) 100800.

z

AULA 02— ANALISE COMBINATORIA
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. Durante uma aula de danca, Camila tirou 3 fotos e decidiu publicar uma delas em uma rede so
Para essa publicacdo, além da foto, ela ird escolher também uma musica, entre as 4 musicas-que
tocaram em sua aula de danca. O nUmero de maneiras que Camila terd para mont c‘
publicacdo escolhendo uma foto e uma musica é igual a

a) 7. b) 15. c) 12. d) 3. e) 34.

ESPAGCO PARA RESOLUCAO

3. (ESA) No Rancho de uma unidade militar hd a opgdo de trés pratos de proteina (frango, bife e
ovo), trés pratos de acompanhamento (farofa, arroz e macarrdo) e dois pratos de sobremesa (doce

de leite e gelatina). Os militares devem pegar apenas um item de cada prato. Desta forma, podem-
se montar quantos tipos de refeicdes distintas?
a) 10 b) 12 c) 14 d) 16 e) 18

ESPAGCO PARA RESOLUCAO

4. (FAMENA) Camila vai escolher uma senha para sua primeira conta bancdria. A senha serd de seis
campos, sendo que:

e 05 dois primeiros campos tém que ser simbolos, iguais ou distintos, do conjunto {#, &};

e 0sdois campos seguintes devem ser elementos do conjunto {a, b, A, B}, iguais ou distintos (note
que aA constitui senha diferente de AA); e

e 05 dois Ultimos campos devem ser elementos do conjunto {0, 2, 4}, iguais ou distintos.
Sendo assim, o maior nUmero de senhas diferentes que Camila poderd escolher é igual a

a) 144. b) 288. c) 576. d) 524. e) 432.
ESPACO PARA RESOLUCAD
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. (UECE-CE) Quantos sdo os nUmeros inteiros positivos com trés digitos nos quais aparecem apg
os algarismos 1, 3 e 5, repetidos ou ndo, que sdo divisiveis por 52

a) 6. b) 15. c) 9. d) 12. O ‘

ESPACO PARA RESOLUCAO

6. (EEAR) Utilizando os algarismos de 1 a 9, foram escritos nUmeros impares, de trés algarismos distintos,
de forma que nenhum deles termine com 1. A quantidade desses niUmeros é

a) 224 b) 264 c) 280 d) 320

ESPAGO PARA RESOLUCAOD

z

7. (ENEM) Uma empresa construird sua pdgina na internet e espera atrair um publico de
aproximadamente um milhdo de clientes. Para acessar essa pdgina, serd necessdria uma senha com
formato a ser definido pela empresa. Existem cinco opgdes de formato oferecidas pelo
programador, descritfas no quadro, em que "L" e "D" representam, respectivamente, letra
maiUscula e digito.

Opedo | Formato

[ LDDDDD )
I DDDDDD

i LLDDDD

% DDDOD

W LLLDD

As letras do alfabeto, entre as 26 possiveis, bem como os digitos, entre os 10 possiveis, podem se
repetir em qualquer das opcoes.

A empresa quer escolher uma opcdo de formato cujo niUmero de senhas distintas possiveis seja
superior ao numero esperado de clientes, mas que esse nUmero ndo seja superior ao dobro do
numero esperado de clientes.

<
(24
9]
-
<
74
=
>
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A opcdo que mais se adéqua as condicoes da empresa é

a) l. b) Il. c) . d) IV. e) V.

ESPACO PARA RESOLUCAOD
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8. (ENEM) Um banco solicitou aos seus clientes a criacdo de uma senha pessoal de seis digitos, formada

somente por algarismos de 0 a 9, para acesso a conta-corrente pela internet.

Enfretanto, um especialista em sistemas de seguranca eletrénica recomendou a direcdo do banco
recadastrar seus usudrios, solicitando, para cada um deles, a criacdo de uma nova senha com seis
digitos, permitindo agora o uso das 26 letras do alfabeto, além dos algarismos de 0 a 9. Nesse novo
sistema, cada letra maiUscula era considerada distinta de sua versdo minUscula. Além disso, era
proibido o uso de outros tipos de caracteres.

Uma forma de avaliar uma alteracdo no sistema de senhas € a verificacdo do coeficiente de
melhora, que é a razdo do novo nimero de possibilidades de senhas em relacdo ao antigo.

O coeficiente de melhora da alteracdo recomendada é

62°
108

62!
o) Jor

c)

62! 4!
10! 56!

d) 62!-10!

e) 628 —10°

9. (UFRGS - RS) Tomando os algarismos impares para formar nimeros com quatro algarismos distintos,
a quantidade de numeros divisiveis por 5 que se pode obter é

a) 12 b) 14 c) 22 d) 24 e) 26

AULA 02— ANALISE COMBINATORIA
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. (UDESC - SC) Determine quantos niUmeros de 4 algarismos podem ser escritos, respeitando

seguintes restricoes: o algarismo dos milhares deve ser maior ou igual a é; o das centenas deve se
multiplo de 2; o das dezenas deve ser multiplo de 3 e o das unidades deve ser multiplo de S.O ‘

a) 60 b) 96 c) 120 d) 160 e) 100

ESPACO PARA RESOLUCAD

1 1 . (UFPR — PR) A equipe técnica de um time de futebol analisou a possibiidade de a final do
campeonato ir para a disputa por pénaltis. Caso isso ocorra, a equipe precisard escolher 5
jogadores diferentes, dentre os 11 que estardo em campo, e também a ordem entre eles para a
cobranca dos 5 primeiros pénaltis. A decisdo tomada foi a seguinte: o principal atacante do fime
comecard as cobrancas, € o goleiro deverd ser um dos 5 cobradores. Além disso, nenhum dos 3
zagueiros em campo participard dessas primeiras cobrancas. A partir dessas informacdes, assinale
a alternativa que apresenta corretamente o nUmero de configuracdes possiveis para essa
escolha.

a) 280 b) 340 c) 480 d) 625 e) 864

ESPACO PARA RESOLUCAD

1 2 (UFRGS - RS) Qual a quantidade de nimeros possivel de se formar com quatro algarismos distintos,
de 1 a9, que sdo multiplos de 52
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a) 84. b) 112. c) 168. d) 210. e) 336.
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1 3. (ENEM) Dez casais fundaram um grupo de danga e decidiram constituir uma diretoria com trés
cargos: presidente, secretdrio e tesoureiro. Para maior representatividade, decidiu-se que no
mdAximo uma pessoa por casal poderd ocupar um cargo nessa diretoria.

Quantas diretorias diferentes podem ser constituidas por esses 10 casais?

a) 10x9x8

b) 20 x 18 x 16
c) 20 x19 x 18

d) 10x9x8x2
e) 20x 18 x 16 x 2

ESPACO PARA RESOLUCAD

1 4 (UFPR-PR) Ana, Beatriz e Carlos escolhem lugares para se sentar em uma mesa hexagonal regular.
Cada lugar corresponde a um dos lados do hexdgono, que estdo numerados de 1 a 6, conforme
a figura ao lado. Os lados 1 e 4 sGo considerados lados opostos na mesa, assim como 2e 5, e 3 € 6.
De quantas formas diferentes Ana, Beaftriz e Carlos podem escolher os lugares numerados de modo
gue nenhum deles figue sentado ao lado oposto do outro?

AULA 02— ANALISE COMBINATORIA




. (FUVEST - SP) Um aplicativo de videoconferéncias estabelece, para cada reunido, um codigo de
10 letras, usando um alfabeto completo de 26 letras. A quantidade de cdédigos distintos pos

estd entfre O ‘

Note e adote:
logp13 =1114

1bilhdo = 10°

a) 10 bilhdes e 100 bilhdes. b) 100 bilhdes e 1 trihdo. c) 1 trihdo e 10 triihdes.
d) 10 trihdes e 100 trilndes. e) 100 friihdes e 1 quatrilhdo.

ESPAGO PARA RESOLUCAD

1 6. (UEM - PR) As senhas de acesso aos caixas eletronicos de um banco séo compostas por 3 pares
ordenados de letras latinas maiUsculas e minUsculas. Em cada par, a primeira letra é maiuscula, a
segunda letra € minUscula. Por exemplo, Yy-Vu-Fd € uma senha enquanto FG—-rr—Km ndo é

uma senha. Em relacdo ao exposto, considere as 26 letras do alfabeto latino e assinale o que for
correto.

01. H& 26° senhas distintas.
02. H& apenas 125 senhas distintas compostas somente por vogais.

04.H& 218 senhas distintas nas quais, em cada par, a primeira letra é aletra A, e a segunda é uma
consoante.

08. H& 105 senhas distintas nas quais, em cada par, a primeira letra é uma vogal, e asegunda é
uma consoante.

16. H& 26° senhas distintas nas quais, em cada par, as lefras sdo as mesmas, sendo a primeira
maiUscula, e a segunda, mindscula.

ESPAGO PARA RESOLUGAD

AULA 02— ANALISE COMBINATORIA
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. RESOLUCOES

Resolucdo do Exercicio 1: [D]

Como existem 5 vogais e 10 algarismos, a
quantidade de senhas possiveis € igual a:5 -4 -
10-9-8-7 =100800.

Resolucdo do Exercicio 2: [C]

O nUmero de escolhas possiveis €:3 - 4 = 12

Resolucdo do Exercicio 3: [E]

A quantidade de refeicoes distintas é de:
3-3.2=18
p as

Resolucdo do Exercicio 4: [C]

Existem 2 possibilidades para cada um dos dois
primeiros campos, 4 possibilidades para o
terceiro campo, 4 possibilidades para o quarto
e 3 possibilidades para cada um dos dois
Ultimos  campos.  Assim, pelo  Principio
Multiplicativo, segue que a resposta é
2.2.4.4.3-3=576.

Resolucdo do Exercicio 5: [C]

Para que estes nUmeros sejam divisiveis por 5
tferemos, trés possibilidades para o primeiro
algarismo, trés possibilidades para o segundo
algarismo e apenas uma possibilidade para o
terceiro algarismo (o nUmero 5).

' 3 3

3 3 1

SuperProfessor®

Resolucdo do Exercicio 6: [A]

Os numeros devem terminar em 3, 5, 7 ou 9.
Logo, a quantidade de nUmeros que satisfazem
as condicoes dadas é:

8.7-4=224

Resolucdo do Exercicio 7: [E]

A resolucdo dessa questdo é feita de maneire
imediata pelo  Principio fundomemol
contagem.

Calculando:

Opcao |l = 26 -10% =2.600.000 opgdes
Opgao Il = 10° =1.000.000 opgdes
Opcao Il = 262 -10* = 6.760.000 opcdes
Opgdo IV = 10° =100.000 opgdes
Opcao V = 26° -10% =1.757.600 opcdes

Sendo o nUmero esperado de clientes igual a 1
milhdo, o formato que resulta num nimero de
senhas distintas possiveis superior a 1 milhdo mas
ndo superior a 2 milhdes é o formato dado na
opcdo V.

Resolucdo do Exercicio 8: [A]

Sabendo que cada letra maiuscula difere da
sua correspondente minUscula e contando com
mais 10  algarismos, h& 2.26+10=62
possibilidades para cada digito da senha. Logo,
pelo Principio Fundamental da Contagem,
segue-se que existem 62°% senhas possiveis de
seis digitos.

Analogamente, no sistema antigo existiom 108
senhas possiveis de seis digitos.

6

. - .., 62
Em consequéncia, a razéo pedida é —-
10

Resolucdo do Exercicio 9: [D]

Como os numeros devem ser divisiveis por 5, o
Ultimo algarismo deve ser 5.

Entdo devemos formar nimeros com 3
algarismos  distintos  escolhidos dentre  os
numeros do conjunto {1,3,7, 9.

Assim, pelo principio multiplicativo, temos:
4.3.2=24

Resolucdo do Exercicio 10: [D]

AULA 02— ANALISE COMBINATORIA

Para o algarismo dos milhares tem-se 4 opcodes
(6.7,8,9), para o das centenas tem-se 5 opgoes
(0, 2, 4, 6, 8), para o das dezenas tem-se 4 (0, 3,
6, 9) e para o das unidades tem-se 2 (0, 5).
Assim, 4-5-4-2 = 160.

\

"'N)’M’
MKTEMKT
F\

N :
a




¥ 7 £ 7 7 7 4

R&solucdo do Exercicio 11: [C]

Sdo 5 escolhas, o primeiro deve ser o principal
atacante, portanto, sobram 4 escolhas. Dessas
4, um deve ser o goleiro restando 3 escolhas
para o resto do time. E importante lembrar que
o goleiro pode permutar entre as 4 Ultimas
posicoes. Além disso, deve-se desconsiderar os
3 zagueiros, assim, sobram é opc¢des para as
outras 3 escolhas. Por fim, utilizando o principio
fundamental da contagem, temos, 1-4-6-5-
4 = 480.

Resolucdo do Exercicio 12: [E]

2610 _ 210 _1310
= 103 .(101,114)10

~ 1014,14_

Portanto, como 100-10'2 <101 <10'%, segue
gue n estd entre 100 trilndes e 1 quatrihdo.

Resolucdo do Exercicio 16: [25]

Para que o niUmero possuad 4 algarismos distintos

e seja divisivel por 5, hd 1 opcdo para o Ultimo

algarismo (deve terminar em 5) e 8, 7 e 6

opcodes, respectivamente, para os demais.

Logo, a quantidade de nUmeros é igual a:
8-7-6-1=2336

Resolucdo do Exercicio 13: [B]

Comecando a preencher os cargos na ordem
descrita, para a vaga de presidente, hd 20
possibilidades de escolha (pois hd 10 casais).

[01] Verdadeira. Com efeito, pelo Principio
Multiplicativo, o nUmero total de senhas
distintas é 26-26-26-26-26-26 = 26°.

[02] Falsa. Na verdade, tal nUmero é igual a
5.5.5.5.5.5=55 =625,

[04] Falsa. Fixada a letra A em cada par,
existem 26 -5 =21 escolhas possiveis para a
segunda letra em cada par. Logo, pelo
Principio Multiplicativo, segue que o nUmero
de senhas é 21.21.21= 2%,

[08] Verdadeira. De fato, considerando [04],
agora existem 5 escolhas para a primeira
letra. Portanto, o nUmero de possibilidades é

5.21.5.21.5.21=1055,

<

Para a de secre’rérip, hd 18 possibilidades [16] Verdadeira. Com efeito, existem 26 Y

/(frfggugr?;; ’reo Férzs'cj]ergz ’rgsoSreiigu hgc]r)é- escolhas para a primeira letra de cada par C.::)

g . P ! o e 1 escolha para a segunda letra. Logo, o >

possibilidades. Sendo assim, a quantidade de ndumero de senhas distintas é =

diretorias diferentes € de 20 - 18 - 16. 26.26 .26 = 26°. CE)

Resolucdo do Exercicio 14: [A] 8
(%2)
]

A primeira pessoa para se sentar terd 6 opcoes, <C

a segunda terd 4 opcgodes, pois ndo poderd <Z(

ocupar uma cadeira oposta d primeira pessod L

e a terceira terd apenas duas opgdes, pois Ndo o

poderd sentarse em posicdes opostas a <

primeira e 4 segunda pessod, portanto o ?(

numero de maneiras que Ana, Beatriz e Carlos

podem escolher lugares é:

6-4.-2=48

Resolucdo do Exercicio 15: [E]

Se n é o nUmero de cddigos distintos possiveis,

entdo

n=26-26-...-26

—_——
10 vezes
= 26'°.
Logo, sabendo que 13 = 10814 e
2'% =1024 = 10%, temos
O : < o N
\ L MA;:“IJJA‘ L /




ANALISE COMBINATORIA -

ASSISTA

PRINCIPIO FUNDAMENTAL DA CONTAGEM (1)

-~ /4

O Principio Aditivo da contagem

4

Se X e Y sdo dois conjuntos com a e b elementos
respectivamente. Se para a escolha de um dos
elementos do conjunto X existem a
possibiidades e, para a escolha de um dos
elementos do conjunto Y existem b
possibilidades, entdo, para a escolha de um
elemento do conjunto X ou de um elemento do
conjunto Y existem a + b possibilidades.

naturais pares, de 3

numeros
algarismos distintos, podemos formar com os
algarismos 0, 1, 2, 3 e 4.

Quantos

Solucdo: Observe que os niUmeros em questdo
devem terminar pelos algarismos 0, 2 ou 4,
obedecendo o fato do nUmero ndo poder
comecar pelo algarismo 0.

NUMEROS TERMINADOS EM “0":

19 Etapa: Para o algarimo das centenas temos 4

possibilidades (1 ou 2 ou 3 ou 4)
c D U

0

S

|
4

2¢ Etapa: Para o algarimo das dezenas temos 3
possibilidades, ou seja, qualquer um dos 5
algarismos, excetuando “0” e o que foi usado
na casa das centenas.

C D U
0

()

4 3

Entdo, o total de nUmero de numeros pares

terminados em “0" é:

NUMEROS TERMINADOS EM “2"
19 Etapa: Para o algarimo das centenas temos 3
possibilidades (1 ou 3 ou 4); perceba que o “0"
ngo %odg ocupar essa posicdo.

L[ 2]

1’\
3

2° Etapa: Para o algarismo das dezenas temos 3
possibilidades ou seja, qualquer um dos 5
algarismos, excetuando “2" e o que foi usado
na casa das centenas.

c D u
2

T

3 13

Entdo, o total de nUmero pares terminados em
HQ” é:

NUMEROS TERMINADOS EM “4"

19 Etapa: Para o algarimo das centenas femos 3
possibilidades (1 ou 2 ou 3); perceba que o “0”
ndo pode ocupar essa posicdo.

c D U
4

T

3

2% Etapa: Para o algarimo das dezenas temos 3
possibilidades ou seja, qualguer um dos 5
algarismos, excetuando “4" e o que foi usado
na casa das centenas.

c D U
4

T 7T

3 3

Entdo, o total de nUmero pares terminados em
H4!! é:

Observe, entdo, que no exercicio proposto, o
nUmero pode ser par desde que seu Ultimo
algarismo seja “0" ou “2" ou “4".

Portanto: 12 + 9 + 9 = 30 nUmeros possiveis

Atencdo: N&o é conveniente, neste caso, tentar resolver
o exercicio em uma sé etapa, pois, possivelmente detalhes
importantes iriam ser descartados, por exemplo: quando o
algarismo “ 0" estiver na casa das unidades, ndo haverd

restricéio na casa das centenas, porém se o algarismo “2 "
ou “4 " ocupar a Ultima casa, haverd, entdo, restricdo na
primeira casa.

(o

—“ TP

e
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'EXERcCICIOS /

1. (FUVEST - SP) Atualmente, no Brasil, coexistem dois sistemas de placas de identificagdo de

automaéveis: o padrdo Mercosul (o mais recente) e aquele que se iniciou em 1990 (o sistema anterior,
usado ainda pela maioria dos carros em circulac@o). No sistema anterior, utilizavam-se 3 lefras (em
um alfabeto de 26 letras) seguidas de 4 algarismos (de 0 a 9). No padrdo Mercosul adotado no Brasil
para automadveis, sdo usadas 4 letras e 3 algarismos, com 3 letras nas primeiras 3 posicdes e a quarta
letra na quinta posicdo, podendo haver repeticdes de letras ou de nimeros. A figura ilustra os dois
tipos de placas.

padréo Mercosul
: BRASIL <)

* LLLNLNN

sistema anterior
- -
UF - CIDADE o ]

LLL-NNNN |

Dessa forma, o niUmero de placas possiveis do padrdo Mercosul brasileiro de automdveis € maior do
que o do sistema anterior em

L- letra

N - namero

a) 1,5 vezes. b) 2 vezes. c) 2,6 vezes. d) 2,8 vezes. e) 3 vezes.

ESPAGO PARA RESOLUCAD

2. ( IFAL — AL ) Em uma civilizacdo antiga, o alfabeto tinha apenas frés letras. Na linguagem dessa

civilizacdo, as palavras finham de uma a quatro letras. Quantas palavras existiam na linguagem
dessa civilizacdo?

a) 4. b) 12. c) 16. d) 40. e) 120.
ESPAGO PARA RESOLUCAD J =

AULA 03 - ANALISE COMBINATORIA
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. (ENEM) Um modelo de telefone celular oferece a opcdo de desbloquear a tela usando um padrdd
de toques como senha. I

Os toques podem ser feitos livremente nas 4 regides numeradas da tela, s@o
gue o usudrio pode escolher entre 3, 4 ou 5 toques ao todo.

Qual expressdo representa o nimero total de coddigos existentes?

a) 4° -4 -43
b) 4% +4% +43
c) 45 5 4% x 43
d) (4°

e) 45

ESPACO PARA RESOLUCAO

4. (VUNESP - SP ) Um turista, em viagem de férias pela Europa, observou pelo mapa que, para ir da

cidade A d cidade B, havia trés rodovias e duas ferrovias e que, para ir de B até uma outra cidade,
C, havia duas rodovias e duas ferrovias. O nUmero de percursos diferentes que o turista pode fazer
para ir de A até C, passando pela cidade B e utilizando rodovia e tfrem obrigatoriamente, mas em
qualguer ordem, é:

a) 9 b) 10 c) 12 d) 15 e) 20

ESPACO PARA RESOLUCAD
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5. (UNICAMP - SP) Jodo tem uma camisa azul, uma camisa vermelha, uma camisa preta, uma camisa

branca e uma camisa rosa. Ele também tem uma calca azul, uma calca preta e uma calgca branca.
Ele nunca usa a camisa da mesma cor que a calca. De quantas formas Jodo pode se vestire

a) 10. b) 11. c) 12. d) 13.

ESPAGO PARA RESOLUCAOD

\
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_ EXERCICIOS NiVEL 2

6. (UNIFOR) O Mundo Unifor € o maior evento de disseminacdo cientifica, cultural, artistica e de
humanidades da regido Nordeste promovido pela Universidade de Fortaleza. De 18 a 23 de
outubro, a Universidade de Fortaleza realizou a 10¢ edicdo do Mundo Unifor. O tradicional evento
reuniu arte, ciéncia e inovacdo com programacdo gratuita aberta ao publico. Suponha que os
cddigos de inscricdo de uma parcela dos inscritos no evento sejam nUmeros inteiros de trés
algarismos que satisfazem simultaneamente as seguintes condicoes:

e menor que 800;

e maior que 199;

* possuir todos os digitos distintos;

* ser par.

A quantidade de inscritos cujos cddigos de inscricdo satisfazem as condicdes acima é

a) 200. b) 216. c) 232. d) 300.

7. (UEPG - PR) Com os algarismos 0,2,3,4,5,6,8 e 9 podem ser formados n niumeros de 3 algarismos
distintos e m nUmeros de 4 algarismos distintos.

Nesse contexto, assinale o que for correto.

01. m & maior que 1500.

02. n é menor que 300.

04. Dos n nUmeros de 3 algarismos distintos, 186 sdio pares.

08. Dos m numeros de 4 algarismos distintos, 540 sdo impares.

16. Dos n nUmeros de 3 algarismos distintos, 120 sdo divisiveis por 5.

AULA 03 - ANALISE COMBINATORIA
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(UFSCAR) Ana tem um cartdo com uma senha de 4 digitos. Certo dia, ao tentar realizar
compra, ela se esqueceu da senha, porém lembra que

- sua senha tem exatamente um digito 1;
- sua senha tem exatamente dois digitos 3;
- o digito 1 ndo é sucedido imediatamente por um digito 3.

Supondo que Ana escreva todas as possiveis senhas que cumprem essas condicoes, quantas sGo
as possibilidades de senha que ela escreverd?

a) 48. b) 58. c) 68. d) 78.

ESPACO PARA RESOLUCAD

Sl — — . . —
&2 EXERCICIOS NIVEL 3 > ### £~

N

Y
9. (UEM —PR) Seja A o seguinte conjunto de niUmeros naturais: A = {1, 2, 4, 6, 8}. Assinale o que for correto.

01. Podem ser formados exatamente 24 nimeros impares com 4 algarismos escolhidos dentre os
elementos do conjunto A.

02. Existem exatamente 96 nUmeros de 5 algarismos formados com elementos distintos de A e
tferminados com um algarismo par.

04. Podem ser formados exatamente 64 nimeros pares de 3 algarismos com elementos do conjunto
A.

08. Existem exatamente 3.125 numeros menores do que 100.000 formados com elementos do
conjunto A.

16. Podem ser formados exatamente 49 nimeros menores do que 350 com elementos distintos do
conjunto A.

AULA 03 - ANALISE COMBINATORIA
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. ( UDESC - SC ) E cada vez mais frequente o uso de dispositivos mdveis tais como tablefs &
smarfphones na realizacdo das mais variadas afividades do dia a dia, tais como se relacio
acessar noticias, trabalhar, realizar transacdes bancdrias, etc. Diante disso também existe
crescente preocupacdo com a seguranga e a privacidade nesses dispositivos. Dentre as o S
de seguranca, uma ferramenta muito utilizada séo os padroes de movimento, que sdo senhas
formadas pela ligacdo de pontos por meio de toque na tela destes aparelhos. De modo geral sGo
nove pontos distribuidos em trés linhas com trés pontos em cada linha, como mostra a Figura 6.

gura 6 igura 7
Nestas condicdes, se aligacdo entfre os pontos se der sempre por dois pontos adjacentes, conforme
exemplo dado na Figura 7, a guantidade de senhas formadas por exatamente trés pontos

diferentes é:
a) 152 b) 504 c) 84 d) 200 e) 160

ESPAGCO PARA RESOLUCAD
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. RESOLUCOES

Resolucdo do Exercicio 1: [C]

O nUmero de placas no sistema anterior é
26-26-26-10-10-10-10, enquanto que do
padrdo Mercosul existem
26-26-26-10-26-10-10 placas.

Portanto, segue que a resposta é
26-26-26-10-26-10-10

26-26-26-10-10-10-10

= 2,6 vezes.

Resolucdo do Exercicio 2: [E]

Como as palavras tem até quatro letras temos a
seguinte situacdo: palavras com uma, duas, trés
ou quatro letras. Logo:
3+(3x3)+(3x3x3)+(3x3x3x3)=120

Resolucdo do Exercicio 3: [B]

Essa € uma questdo sobre a aplicacdo do
principio multiplicativo (e) e aditivo (ou)

O nUmero de cdédigos possiveis € dado por:
Para 3 toques:

4.4.4=43

Para 4 togues:
4.4.4.4=4*%

Para 5 togues:
4.4.4.4.4=145

Portanto, a expressdo representa o nimero total
de cédigos existentes é:4° + 44 +4°

Resolucdo do Exercicio 4: [B]

Como ele deve usar rodovia e ferrovia, se
de A para B ele usar rodovia, de B para C
deverd usar ferrovia. Por outro lado, se de A
para B usar ferrovia, de B para C deverd
usar rodovia. Logo, pelo principio
multiplicativo, temos:
A - B (ferrovia = 2) e B - C (rodovia = 2) =
2 . 2 = 4
Ou

A - B (rodovia = 3) e B — C (ferrovia = 2) =
3 . 2 = 6
Logo, 4+ 6 =10

Resolucdo do Exercicio 5: [C]

Como Jodo possui 5 cores de camisas e 3 C

de calcas, temos:

Caso ele escolha uma camisa azul, pretdou
branca:

3 -2
camisa calga
Caso ele escolha uma camisa vermelha ou rosa:

2 - 3 =6
camisa calga
Portanto, o total de possibilidades é de:
6+6=12

-6

Resolucdo do Exercicio é: [B]

NUmero de possibilidades para o 1° algarismo
(caso seja par):
n{2,4,6}=3

NUmero de possibilidades para o 3° algarismo:
n{0,2,4,6,8}- 1 =4
1°alg

NUmero de possibilidades para o 2° algarismo:
n{0,1..9} - 2 =8

1°e2°alg
Ou:
NUmero de possibilidades para o 1° algarismo
(caso seja impar):
n{3,5,7}=3
NUmero de possibilidades para o 3° algarismo:
n{0,2, 4,6,8 =5
NUmero de possibilidades para o 2° algarismo:
n{0,1,..9} - 2 =8

1°e2°alg
Logo, a quantidade de cddigos possiveis é de:
3-4.8+3-5-8=216

Resolucdo do Exercicio 7: [14]

Com os algarismos disponiveis & possivel formar
7-7-6=294 nUmeros com 3 algarismos
distinfos.  Ademais, &  possivel  formar
7-7-6-5=1470 numeros com 4 algarismos
distintos.

[01] Falsa. Temos m =1470 < 1500.
[02] Verdadeira. De fato, pois n =294 < 300.

[04] Verdadeira. Com efeito, pois os pares que
terminam em zero sdo 7-6 =42, e os pares que
ndo terminam em zero sdo 6-6-4=144. Logo,
pelo Principio  Aditivo, o resultado é
144 + 42 =186.

[08] Verdadeira. Com efeito, pois os impares séo
6-6-5-3=540.

"'N)’M’
MKTEMKT
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6] Falsa. Os divisiveis por 5 que terminam em
5 sdo 6-6=36, e os divisiveis por 5 que
ferminam em 0 sdo 7-6=42. Assim, pelo
Principio Aditivo, apenas 36+42=78 sdo
divisiveis por 5.

Resolucdo do Exercicio 8: [A]

Temos as seguintes possibilidades para as
senhas:
Senha N° de possibilidades

1.33 8
31_3 8
331_ 8
33 1 8
3 31 8
331 8

Portanto, a quantidade total de senhas é de:
6-8=48

Resolucdo do Exercicio 9: [18]

[01] Incorreto. Temos uma possibilidade para o
algarismo das unidades e cinco para cada um
dos outros algarismos. Portanto, pelo PFC,
podemos formar 5-5-5:1=125  nUmeros
impares com 4 algarismos escolhidos dentre os
elementos do conjunto A.

[02] Correto. Podemos escolher o algarismo das
unidades de quafro maneiras. Definido o
algarismo das unidades, os oufros quatro
algarismos serdo os elementos que restam de
A. Portanto, oresultado € 4-P, =4-4!=96.

[04] Incorreto. Existem quatro escolhas para o
algarismo das unidades, e cinco escolhas para
os algarismos das dezenas e das centenas.
Desse modo, pelo PFC, podem ser formados
4.5.5=100 nUmeros pares de 3 algarismos
com elementos do conjunto A.

algarismos e 2-4-3=24 nUmeros com
algarismos, totalizando 5+20+24 =49 nU
com elementos distintos de A e menoresxd
que 350. ©

Resolucdo do Exercicio 10: [E]

A B C
L] L L]
D E F
L ] - L]

8+7=15
Fazendo a analogia para C, Gou |, temos 4.15 =
60 possib.

2) Partindo dos pontos B, D, F ou H, tfemos:

-~
D. 2 2=4
ou

BouH

-
D2 4=8
ou
D.E7=7
4+8+7=19

Fazendo a analogia para B, F ou H, temos 4.19 =
76 possib.

3) Partindo do pontos E, temos:

A,CGoul
5 . E. 4 2=8
[08] Incorreto. Podemos formar 5° nUmeros de ou
cinco algarismos, 5% nUmeros de quatro B.DF ou H
algarismos, 5% nUmeros de trés algarismos, 52 E E 4=16
numeros de dois algarismos e 5 nUmeros de um
algarismo.  Portanto, é  possivel  formar 8+16=24
exatamente
Total de possibilidades: 60 + 76 + 24 = 160
5+52 +5% +5% +5° = 3905
numeros menores do que 100.000 com
elementos do conjunto A.
[16] Correto. Temos 5 nUmeros com um
Glgorismo, 5.4=20 nUmeros com dois O
Q- — > -
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1. Nocoes Iniciais

Considere o conjunto A ={1, 2, 3, 4, 5}. Obter:

a) todos os pares ordenados da forma (x; y) com
2 elementos distintos a partir do conjunto A:

(1.2):(1,3): (1, 4): (1. 5); (2, 1)
(3.1):(3,2): (3, 4): (3, 5); (4, 1):
(5, 1): (5. 2): (5, 3): (5. 4).

I\J(;o

.3): (2. 4): (2, 5);
. 2); (4,3); (4.5);
b) todos os subconjuntos de 2 elementos:

{1.2}; {1, 3}; {1, 4}; {1, 5}%; {2, 3}; {2, 4}; {2, 5}; {3. 4};
{3. 5}; {4, 5}

Nofe que esses agrupamentos (item “a” e “b”
se diferem basicamente num ospec’ro de
fundamental importé&ncia: A ordem em que
cada elemento é escrito.
Observe que no primeiro caso, a ordem em que
sdo escritos os elementos é levado em conta,
pois se frata da formacdo de pares ordenados.
(a, b) # (b, a)
J&d no segundo caso, a ordem em que sdo
escritos os elementos ndo é levado em conta,
pois se frata agora, da formacdo de
subconjuntos.
{a, b} ={b, a}
Os agrupamentos do item a, ou seja, os pares
ordenados, sdo denominados arranjos simples.
No caso acima, os pares ordenados formados
sGo arranjos de 5 elementos tomados 2 a 2 e

2
indicados por: As OUAg ;.

Os agrupamentos do item b, ou seja, os
subconjuntos, sdo denominados combinacoes
simples. No caso acima, o0s subconjuntos
formados sdo combinacdes de 5 elementos

tomados 2 a 2 e indicados por: ¢; ou C;,

Observacdo: Quando dizemos Arranjos Simples
ou Combinacdes Simples, significa dizer, que os
agrupamentos sdo formados com elementos
distinfos do conjunto A

2. Arranjos Simples

2.1. Definigao

Considere um conjunfo com n elementos
distintos A = {01,02,03 ..... on} .

Arranjos Simples de n elementos ftomados p a p

sGdo sequéncias formadas por p (P < n)
elementos distintos de A.

Notacdes: Al ou Ao

2.2. Cdlculo do niUmero de arranjos
simples

al!
(n-p)!

AR =Anp =

Resultados Imediatos:
Al =1 Al =n Al =n!

Em geral, o cdlculo do niimero de
| arranjos simples pelo principio fundamental
| da contagem se torna menos trabalhoso
do que pelo uso da férmula. O uso da

férmula acima fica, entéio, destinado a

questdes que envolvem expressdes ou

equagdes com n e p em fungdo de uma
| mesma incognita.

As 5 finalistas do concurso para Miss Universo
s@o: Miss Brasil, Miss EUA, Miss Austrdlia, Miss
Filipinas e Miss Venezuela. De quantas formas os
juizes poderdo escolher os trés primeiros lugares
neste concurso?

e
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Podemos dizer que cada resultado é uma
sequéncia da forma (12 lugar, 22 lugar, 32
lugar). Por exemplo, (Brasil, EUA, Austrdlia),
(EUA, Filipinas, Venezuela), (Austrdlia, Brasil,
Japdo), etc. Entdo o total de sequéncias
procurado é:

_ 51 5432 _
Ay = = =5.4.
~ (5-3)! 2! =

Ratificando que usamos arranjo visto que a
ordem que escolhemos os elementos &

relevante.
3 /“ —— ?

Quantos nUmeros de 3 algarismos distintos
podemos formar com os elementos do conjunto
A={1,2,3,4"56,7,8}.

Resolugdo:

Os numeros formados devem ter 3 algarismos
distintos, por exemplo: 346

Observe que invertendo a ordem dos algarismos
escolhidos, obtemos novos agrupamentos, ou
seja, novos numeros diferentes do primeiro. Veja
que 346 = 634 = 463... Trata-se, entdo, de um
problema de arranjo.

Entdo, a quantidade de nUmeros que podemos
formar é dado por:

J3_ 8 8768 _
8 (83! A

3. Combinag¢oes Simples

3.1. Definigao

Considere um conjunto com n elementos
distintos {a,,0,.05.....a,}

Combinacdes Simples de n elementos tomados
p a p sdo subconjuntos formados por p (p < n)
elementos distintos de A.

Notagdes: ChouC,

3.2 Cdlculo do numero de

combinagoes simples

o —7/” — T*
g—“\\\\ 15 : fiEM?LO / ‘-‘\

Quantos sucos, conftendo exo’romer@S
frutas, podemos formar se dispomos de 8
frutas diferentes?

Vamos supor que as nossas 8 frutas sejam
A.B,C.D,EFF,G e H. Um possivel suco é dado
pelo grupo ABC; uma outra pelo grupo ABD.
Veja ainda que a vitamina ACB é a mesma
que a vitamina ABC, pois & irelevante a

ordem em que as frutas sdo colocadas no
liquidificador. Isto significa que cada
vitamina pode ser considerada como um
subconjunto de 3 elementos, isto é, uma
combinacdo de 3 elementos. O total entGo

L:Sé
31(8-3)!

—=Si AR e
T Qeewo )

Numa circunferéncia sdo tomados 5 pontos
distintfos. Ligando-se 1rés quaisquer desses
pontos, obtém-se um fridngulo. O numero total

€ dado por Ces =

de tringulos assim formados é:
Resolucgdo:
A
E B
D C

Observe que escolher os pontos A, B, C ou B, C,
A ssignifica escolher exatamente o mesmo
fribngulo. Ou seja, estamos neste caso,
formando subconjuntos. Trata-se, entdo, de um

AULA 04 — ANALISE COMBINATORIA

AP o nl problema de combinacado.
Cﬁ=—”| ou |Ch=C,, =m Entdo, o niumero de tringulos que podemos
P i obter é dado por:
. 5! 5.4.3
Resultados Imediatos: =2 = =10
v ! 57 (53)131 213
Ch=1 C) =n Ch=1 O
O‘ ¢ < . M,&,ﬁy;}fg{ ® >
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'EXERCICIOS /

1 . (ENEM) Doze times se inscreveram em um torneio de futebol amador. O jogo de abertura do torneio
foi escolhido da seguinte forma: primeiro foram sorteados 4 times para compor o Grupo A. Em
seguida, entfre os times do Grupo A, foram sorteados 2 fimes para realizar o jogo de abertura do
torneio, sendo que o primeiro deles jogaria em seu préprio campo, e o segundo seria o time visitante.
A quantidade total de escolhas possiveis para o Grupo A e a quantidade total de escolhas dos times
do jogo de abertura podem ser calculadas através de

a) uma combinagcdo e um arranjo, respectivamente.
b) um arranjo e uma combinacdo, respectivamente.
c) um arranjo e uma permutacdo, respectivamente.

d) duas combinacdes.
e) dois arranjos.

2. (ENEM) Como ndo sdo adeptos da prdtica de esportes, um grupo de amigos resolveu fazer um
torneio de futebol utilizando videogame. Decidiram que cada jogador joga uma Unica vez com
cada um dos outros jogadores. O campedo serd aquele que conseguir o maior niUmero de pontos.
Observaram que o nuUmero de partidas jogadas depende do nUmero de jogadores, como mostra

o quadro:

Quantidade de
jogadores

T

NOmero de
partidas

21

Se a quantidade de jogadores for 8, quantas partidas serdo realizadas?

a) 64 b) 56

c) 49 d) 36 e) 28

e
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. (PUC-SP ) Admita que certa cidade brasileira tenha 8 canais de TV aberta, todos com transmis
didrias. Se uma pessoa pretende assistir trés dos oito canais em um mesmo dia, ela pode fazerisso

de x maneiras diferentes sem levar em consideracdo a ordem em que assiste os canais, e e‘
fazer de y maneiras diferentes levando em consideragcdo a ordem em que assiste os canais. Sendo

assim, y —x é igual a

a) 112 b) 280 c) 224 d) 56 e) 140

ESPACO PARA RESOLUCAO

4. (UEG - GO) Uma comissdo serd composta pelo presidente, tesoureiro e secretdrio. Cinco candidatos
se inscrevem para essa comissdo, na qual o mais votado serd o presidente, o segundo mais votado

o tesoureiro e o menos votado o secretdrio.

Dessa forma, de quantas maneiras possiveis essa comissdo poderd ser formada?

a) 120 b) 60 c) 40 d) 20 e) 10
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5. (INTEGRADO MEDICINA) Dado 12 pontos distintos inscritos em uma circunferéncia. Quantas
possibilidades distintas temos, para formar um quadrildtero usando 4 destes 12 pontos?

a) 210. b) 345. c) 415. d) 495. e) 720.
ESPACO PARA RESOLUCAO
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6. ( URJF = MG ) Em uma festa havia 21 pessoas presentes. Ao chegarem, cumprimentaram com um

aperto de mdo uma Unica vez cada uma das outras pessoas. Quantos apertos de mdo ocorreram
ao todo?

a) 42 b) 84 c) 105 d) 210 e) 420

7. (ENEM) O ténis € um esporte em que a estratégia de jogo a ser adotada depende, entre outros

fatores, de o adversdrio ser canhoto ou destro. Um clube tem um grupo de 10 tenistas, sendo que 4
s@o canhotos e 6 sdo destros. O técnico do clube deseja realizar uma partida de exibicdo entre dois
desses jogadores, porém, ndo poderdo ser ambos canhotos.

Qual o numero de possibilidades de escolha dos tenistas para a partida de exibicdo?

! ! 1 4! !
10! 4! b 10! 4! c 10!

Q) - -
2Ix 8! 2Ix2! 8! 2! 2!x 8!

I I
d)§+4x4 e)g+6x4
4! 4|

AULA 04 — ANALISE COMBINATORIA
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. (UERJ - RJ) Em uma reunido, trabalhadores de uma indUstria decidiram fundar um sindicato
uma diretoria escolhida entre todos os presentes e composta por um presidente, um vice-presidente

e um secretdrio. O nUmero total de possibilidades de composicdo dessa diretoria é trinta vo‘
nUumero de pessoas presentes nessa reunido.

O nUmero de trabalhadores presentes é:

a) 13 b) 11 c)9 d)7

EXERCICIOS NIVEL 3 - # 45~

9. (ENEM) Considere o seguinte jogo de apostas:

Numa cartela com 60 nUmeros disponiveis, um apostador escolne de 6 a 10 niUmeros. Dentre os
numeros disponiveis, serdo sorteados apenas 6. O apostador serd premiado caso 0s é niUmeros
sorteados estejam entre os nUmeros escolhidos por ele numa mesma cartela.

O quadro apresenta o preco de cada cartela, de acordo com a quantidade de nUumeros
escolhidos.
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Quantidade de nimeros

escolhidos em uma | Preco da cartela (RS)
cartela

6 2,00

7 12,00

8 40,00

? 125,00

10 250,00

Cinco apostadores, cada um com R$500,00 para apostar, fizeram as seguintes opcoes:
- Arthur: 250 cartelas com é niUmeros escolhidos;

- Bruno: 41 cartelas com 7 nUmeros escolhidos e 4 cartelas com é niUmeros escolhidos;

- Caio: 12 cartelas com 8 nUmeros escolhidos e 10 cartelas com é nimeros escolhidos;
- Douglas: 4 cartelas com 9 nUmeros escolhidos;

- Eduardo: 2 cartelas com 10 niUmeros escolhidos.

Os dois apostadores com maiores probabilidades de serem premiados sdo

a) Caio e Eduardo.
b) Arthur e Eduardo.
c) Bruno e Caio.

d) Arthur e Bruno.

e) Douglas e Eduardo. : O
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. (ESPCEX) Dado um dodecaedro regular, exatamente, quantas retas ligam dois de seus vé
mas ndo pertencem a uma mesma face desse dodecaedro?

a) 60 b) 100 c) 130 d) 160 e) 190 O ‘

ESPACO PARA RESOLUGAD
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. RESOLUCOES

Resolucdo do Exercicio 1: [A]

Para o grupo A a ordem dos elementos ndo é
relevante o que nos leva a uma combinacdo.

Mas no jogo de abertura existe o time que
jogard em sua casa e o time que jogard forq,
entdo tfemos um arranjo.

Logo a alternativa A é a correta.

Resolucdo do Exercicio 2: [E]

O nUmero de partidas pode ser calculado pelo
numero de combinacdes de jogadores, 2 a 2
Assim:
8! 8.7-6!
8272161 2.6

= 28 partidas

Resolucdo do Exercicio 3: [B]

Calculando:
]
08,3 = % 5
8"' = 336-56 =280
A8 3 = 5 = 336

Resolucdo do Exercicio 4: [B]

O resultado corresponde ao nUmero de arranjos

simples de 5 objetos tomados 3 a 3, ou seja,
5!

A5‘3 =E=60.

Resolucdo do Exercicio 5: [D]

Para resolver este problema devemos calcular o
total de subconjuntos, de 4 elementos, obtidos
a partir de um conjunto de 12 elementos.
Utilizando combinagdo simples, temos:

2\\N

\
A
\
A
\
A\
\
\
\
\
\
A
\
A
\
A

120 12.11.109.8!
Cios = =
418l 4.3.2.1.8!

=495

Resolucdo do Exercicio é: [D]

O total de apertos de mdo na situacdo descrita
é dado por:
21-20

— =210
2!

Resolucdo do Exercicio 7: [A]

NUmero de maneiras de escolher dois tenistas
10!
2! x 8!
NUmero de modos de escolher dois tenistas

|
canhotos é C2 = 4
2! x2!

quaisquer é: C?, =

o 100 41
ltado pedido € dado por: o — -5
O resultado pedido & dado por: o~ -2,

Resolucdo do Exercicio 8: [D]

Seja n o numero de trabalhadores presentes na

reunido. Logo, como o nuUmero total de

possibilidades de composicGo da diretoria

corresponde ao niumero de arranjos simples de

n trabalhadores fomados frés a trés, vem

!
An3=30n=—""_—30n
’ (n-3)!

=n(n-1)(n-2)=30n
= (n-1)(n-2)=30

=n=7.

Resolucdo do Exercicio 9: [A]

Supondo que duas cartelas de um mesmo
jogador ndo possuem 6 dezenas iguais, segue-
se que Arthur, Bruno, Caio, Douglas e Eduardo
possuem, respectivamente, as seguinfes
possibilidades de serem premiados:
Artur: 250

Bruno: 41-C8 +4 =291
Caio: 12-C§ +10 = 346;
Douglas: 4-08 =336

Eduardo: 2-C§, = 420.

Portanto, como o numero de casos possiveis
para o resultado do sorteio € o mesmo para
todos, podemos concluir que Caio e Eduardo
sdo os que tém as maiores probabilidades de
serem premiados.

\
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R&solucdo do Exercicio 10: [B]

Um dodecaedro possui 12 faces pentagonais, e
cada aresta estd contida em 2 faces. Logo, o
numero de arestas é dado por:

12-5

A=——=30
2

Total de vértices do dodecaedro:
V+F=A+2

V+12=30+2
V=20

Total de retas que podem ser formadas com 2
de seus vértices:

20!
-2 _190
20,2 7 48121

Total de retas que contém as arestas das faces:
30

Total de retas que contém as diagonais das
faces:

5.(5-3)

12d=12- =60

Portanto, a quantidade de retas que satisfaz a
condicdo do enunciado é igual a:
190-60-30=100

\
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Temos agora uma aula para aprofundamento do conteUdo visto na Ultima aula. Abaixo segue um
resumo do que foi estudado.

b

{ ARRANJOS SIMPLES / OBSERVACAO: /
Agrupamentos que diferem:
@ FORMAGAO DE SENHAS
@ Pela natureza dos elementos
componentes; @ FORMAGAO DE NUMEROS A
@ Pela ordem dos elementos. PARTIR DE UM CERTO NUMERO

- \ DE ALGARISMOS DISPONIVEIS <
p i i &
-)B-) A =A, o = | @ FORMACAO DE COMISSOES O
< : COM CARGOS ATRIBUIDOS F
= N i @
1 A ORDEM IMPORTA ke (n - p)! @ FORMACAO DE SEQUENCIAS c§>
f ORDENADAS ) O
N\ %
° X ° E
/ ~ . N\ z
__COMBINACOES /4" oservacio: /4 ,
Esses agrupamentos diferem apenas 2
pela natureza dos elementos @ FORMACAO DE COMISSOES 5
componentes, mas ndo diferem SEM CARGOS ATRIBUIDOS <

pela ordem. .

O \ CP=C__ = @ FORMAGAO DEPOLIGONOS
n n,p
n! @ FORMAGAO DE SUBCONJUNTOS

(n - p)!p! il
= =l e e - _/ &
/A
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'EXERCICIOS /

'EXERCICIOS NiVEL

1 « (FUVEST - SP) Um professor precisa elaborar uma prova multidisciplinar que consta de duas questoes

de Matemdtica e seis de Fisica. Ele deve escolher questdes de um banco de dados que contém
frés questdes de Matemdtica e oito de Fisica. O nUmero de provas distintas possiveis, sem levar em
conta a ordem em que as questdes aparecem, é:

a) 42 b) 54 c) 62 d) 72 e) 84

2. (UPF -RS) Uma clinica médica ortopédica conta com equipe interdisciplinar para atendimento com

3 fisioterapeutas, 5 fraumatologistas e 4 enfermeiros. Nos finais de semana, sdo organizados plantoes
de atendimento. As equipes de plantdo deverdo ser constituidas por 1 fisioterapeuta, 2
fraumatologistas e 2 enfermeiros. O niUmero de equipes de plantdo que podem ser formadas é:

a)5 b) 180 c) 12 d) 60 e) 19

ESPACO PARA RESOLUCAD

AULA 05 - ANALISE COMBINATORIA
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. (ENEM) Uma pessoa produzird uma fantasia utilizando como materiais: 2 tipos de tecidos difere
e 5 tipos distintos de pedras ornamentais. Essa pessoa tem & sua disposicdo 6 tecidos diferentes'e

pedras ornamentais distintas. O ‘

A quantidade de fantasias com materiais diferentes que podem ser produzidas é representada pela
expressdo

6 15! 6! 15! 6! 15! 6! 15! 211
a) > > ) 2 g Y d) = =2 e) =
412! 10!5! 412! 10!5! 2! 51 2! 5l 714!

ESPACO PARA RESOLUCAO

4. Considere 5 pontos distintos sobre umareta r e 4 pontos distintos sobre uma reta s, de forma que
r seja paralela a s. O nUmero de tri@éngulos com vértices nesses pontos é igual a:

a) 10 b) 12 c) 20 d) 50 e) 70

AULA 05 - ANALISE COMBINATORIA

5. ( UEPG - PR ) Um grupo de profissionais € formado por seis advogados e oito engenheiros.

Considerando que serdo formadas comissdes com cinco destes profissionais, assinale o que for
correto.

01. Podem ser formadas menos que 55 comissdes sem nenhum advogado.
02. Em 420 dessas comissoes apenas um advogado participa.

04. Em 1946 dessas comissoes pelo menos um advogado participa.

08. Podem ser formadas 120 comissdes com apenas um engenheiro.

16. Podem ser formadas mais de duas mil comissoes distintas.
ESPAGCO PARA RESOLUCAO
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. EXERCICIOS NIVEL 2
6. (PUC - SP) Em um restaurante, o cliente deve montar seu prato escolhendo um tipo de grelhado,

entre carne, frango ou peixe, e dois ingredientes de salada, entre alface, tomate, pepino e cenoura.
A sobremesa também compde o prato e é sempre uma salada de frutas, exceto se o cliente escolher
alface entre os ingredientes de salada. Nesse caso, para a sobremesa, ele pode escolher entre
salada de frutas ou sorvete. O nimero de diferentes pratos que podem ser montados é:

a) 27 b) 24 c) 21 d) 18 e) 30

ESPAGCO PARA RESOLUGAD

7. Com cinco médicos e sete enfermeiros, devem-se formar equipes com 5 desses profissionais. Se em

cada equipe deve ter, pelo menos, um médico e um enfermeiro, 0 niUmero de equipes distintas
que podem ser formadas é:

a) 35 b) 175 c) 210 d) 350 e) 770

ESPACO PARA RESOLUCAO

8. (ENEM) Uma montadora de automéveis divulgou que oferta a seus clientes mais de 1.000
configuracdes diferentes de carro, variando o modelo, a motorizacdo, os opcionais € a cor do
veiculo. Atualmente, ela oferece 7 modelos de carros com 2 tipos de motores: 1.0 e 1.6. J& em
relacdo aos opcionais, existem 3 escolhas possiveis: central multimidia, rodas de liga leve e bancos
de couro, podendo o cliente optar por incluir um, dois, trés ou nenhum dos opcionais disponiveis.
Para ser fiel a divulgacdo feita, a quantidade minima de cores que a montadora deverd disponibilizar
a seus clientes é

a) 8. b) 9. c) 11. d) 18. e) 24.

ESPAGO PARA RESOLUCAD
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9. (PUC-PR) No jogo da Mega Sena, um apostador pode assinalar entre 6 e 15 nimeros, de um total

de 60 opcdes disponiveis. O valor da aposta é igual a R$ 2,00 multiplicado pelo nUmero de
sequencias de seis niUmeros que sdo possiveis, a partir dagueles nUmeros assinalados pelo
apostador.

Por exemplo: se o apostador assinala 6 niUmeros, tem apenas uma sequencia favordvel e paga R$
2,00 pela aposta. Se o apostador assinala 7 nuUmeros, tem sete sequencias favordveis, ou seja, é
possivel formar sete sequencias de seis nUmeros a partir dos sete niUmeros escolhidos. Neste caso, o
valor da aposta € R$ 14,00.

Considerando gue se tfrata de uma aplicacdo de matemdtica, sem apologia a qualquer tipo de
jogo, assinale a Unica alternativa CORRETA.

a) A aposta mdxima custard R$ 5.005,00.

b) Uma aposta com 14 niUmeros assinalados custard entre R$ 3.000,00 e R$ 3.050,00.

c) Apostar dois cartdes com dez nUmeros assinalados, ou cinco cartdes com nove nUMeros
assinalados, sGo opcdes equivalentes em fermos de custo e de chance de ser ganhador do
prémio mdximo.

d) O custo de uma aposta com 12 nimeros assinalados serd inferior a R$ 1.830,00.

e) Apostar um cart@o com 13 numeros assinalados custard o dobro da aposta de um cartdo com
12 nUmeros assinalados.

ESPAGO PARA RESOLUCAOD

10 (OBMEP) Um professor de educacdo fisica precisou escolher, dentre seus alunos, uma equipe
formada por dois meninos € uma menina ou por duas meninas € um menino. Ele observou que

poderia fazer essa escolha de 25 maneiras diferentes. Quantos meninos € meninas sdo alunos
desse professor?
a) s b) 7 c)9 d) 10 e) 25

ESPAGO PARA RESOLUCAOD
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. RESOLUCOES

Resolucdo do Exercicio 1: [E]

Existem C§=3 maneiras de escolher as

|
questdes de matemdtica e CS =% =
modos de escolher as questdes de fisica. Logo,
pelo Principio Multiplicativo, segue que a
resposta é 3-28 =84.

Resolucdo do Exercicio 2: [B]

Possibilidades para a escolha de um
- . 3
fisioterapeuta: C;4 = pTRTI 3
Possibilidades para a escolha de dois
L 51
traumatologistas: Cg, = PET 10
Possibilidades para a escolha de 4 enfermeiros:
4!
427121

Portanto, o niUmero de equipes de plantdo que
podem ser formadas serd dado por:
3x10x6 =180

Resolucdo do Exercicio 3: [A]

cz . Cis
6! 15!
21.41 51.10!

Resolucdo do Exercicio 4: [E]

Calculando:
1) 2 pontosemr,1 pontoems:
51
Cso=——=10
52 7 21.(5-2)!
T, =10-4=40

2)1 pontoemr, 2 pontosems:

c at 6
4221 4-2)
Tp=6-5=30

TotalA =40+ 30 =70 tridngulos

)

Resolucdo do Exercicio 5: [30]

\/"
!
[01] Falsa. Na verdade, temos C3 :S—QG

5!.3!
possibilidades de formar uma comissdo sem
nenhum advogado.

Verdadeira. De
8!

1 4 _ L9
Ce.C5 =6 YT 420
formar uma comiss@o em que figura apenas
um advogado.

Verdadeira.

5 _ 14!

-TIT
comissdo de 5 pessoas com quaisquer dos

14 profissionais. Logo, o numero de
possibilidades de formar uma comissédo com

[02] fato, existem

possibilidades de

[04] Com efeito, ha

=2002 maneiras de formar uma

pelo menos um advogado é
2002 -56 =1946.
[08] Verdadeira. De fato, existem
I
CyCa = 8-% =120 possibilidades de

formar uma comissdo em que figura apenas
um engenheiro.

[16] Verdadeira. Com efeito, existe um total de
2002 possibilidades.

Resolucdo do Exercicio é: [A]

Caso o cliente escolha alface entre os
ingredientes da salada:
Czq Cgq1- Cpqy =3-3-2=18

grelhado salada sobremesa

Caso o cliente ndo escolha alface entre os
ingredientes da salada:

grelhado salada sobremesa

Portanto, o nUmero de diferentes pratos que
podem ser montados é:
18+9 =27

Resolucdo do Exercicio 7: [E]

Total de equipes com 5 profissionais que podem
ser formadas.
12!

125 =5y 77 = 792

Total de equipes formadas sé com médicos.
5! 1
575101

\
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tal de equipes formadas sé com enfermeiros. N
7 x=1:>y2—y—50=0:;>y=1Jr 201 O

x=2:>y2—25=0:>y=5 O
0 ~ -3++609

x=3:>y2+y—5—=0:>

Portanto, o total de equipes, com pelo menos

um médico e pelo menos um enfermeiro, serd 3 6
dado por: 25 2+36
792-1-21=770. x=d=yte2y-Trs0ny =0

2
Resolucdio do Exercicio 8: [B] Xx=5=y"+3y-10=0=y=2

Seja n o nimero de cores que a montadora Porfanfo, x =2 ey =50ux=5ey =2 Sendo
deverd disponibmzqr a seus clientes. assim, esse professor POSsuI 7 alunos meninos e
Sabendo que existem 7 modelos de carros, 2 meninas.

tipos de motores e x cores, pelo Principio
Multiplicativo, segue que o© numero de
configuracdes, sem opcionais, € dado por:

Sem opcionais: 7.2.x = 14x
Com 1 opcional: 7.2. C}.x = 42x

Com 2 opcionais: 7.2. C3.x = 42x

Com 3 opcionais: 7.2. Cg. X = 14x

Logo:

14x + 42x + 42x + 14x > 1000

112x > 1000

x> 8,93

O menor valor inteiro de x que satisfaz a
desigualdade é x=9.

Resolucdo do Exercicio 9: [C]

a) Errada. Cis,6 = 5005, logo custard R$10.010,00
b) Errada. Ciss = 3003, logo custard R$ 6.006,00

c) Correta, 2.Ci06=2.210 =420, e 5.Cy6=15.84
=420 (420.2 =840,00)

d) Errada. Ci26 = 924, logo custard R$1848,00

e) Errada. Cize = 1716, logo custard R$3432,00
(3432 = 2 x 1848,00)
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Resolucdio do Exercicio 10: [B]

Sendo x e vy, respectivamente, o niUmero de
meninas e de meninos, temos que:

Cy,2 'CX,1 +CX,2 'Cy’1 =25

y(y-1) x(x-1)

X+ -y =25
2 2 y

xy2—xy+x2y—xy:50

xy2 —2xy + x2y =50
x(y2 -2y + xy) =50

Atribuindo valores a x, obtemos:

: jo8
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PERMUTACAO SIMPLES

O termo permutacdo é bastante sugestivo e
neste sentido o que iremos fazer nesta aula é,
essencialmente, permutar (trocar) as posicoes
de elementos de um conjunto dado.

Definicao: “Seja E um conjunto com n
elementos, isto &,

Chamamos de Permutagao Simples dos n
elementos de E a qualquer sequéncia formada
pelos n elementos distintos de E.”

Notacdo: Pn

Cdlculo:|P, =n(n-1).(n-2).(n-3).... .2.1

- e
O que sdo Anagramas? M@

Anagrama € uma espécie de jogo de
palavras, resultando do rearranjo das letras de
uma palavra ou expressdo para produzir outras
palavras ou expressoes, utilizando todas as letras
originais exatamente uma vez.

Eis abaixo, os anagramas da palavra ROMA

— ARSI

» ANAGRAMAS DA \m Q
PALAVRA ROMA o)

AMOR = MAOR | OAMR
AMRO | MARO | OARM
AROM | MRAO | ORMA
ARMO = MROA A ORAM

AOMR MORA \ OMAR

AORM MOAR | OMRA

Comrelacdo aos anagramas da palavra LIVRO,

calcule:

a. O total de anagramas;

b. O total de anagramas que comecam com a
letra R;

c. O tfotal de anagramas que apresenta as
vogais juntas.

Solucdo

a) Um anagrama da palavra LIVRO € qualquer
sequéncia, com ou significado, das 5 letfras
dessa palavra. Podemos listar alguns desses
anagramas:

LOVRI, OILVR, LIVRO, ROLIV, etc.

Fica claro entdo que cada anagrama é uma

permutacdo das 5 lefras. O total é dado por

P, =5!=120.

b) Como os anagramas devem comecar pela
letra R, vamos fixd-la na primeira casa.
Fazendo isso, é fdcil ver que as 4 letras
restantes podem ocupar as 4 Ultimas casas.
Temos assim a permutacdo de 4 letfras, cujo
total & P, =41=24 .

c) Yamos listar alguns dos anagramas que nos
interessam:

O fundamental nesse exercicio é perceber que
as vogais | e O, juntas, “funcionam” como se
fossem um Unico "objeto” que troca de ordem
com os demais “objetos” L, V e R (note que nos
exemplos listados acima o objeto IO ocupou a
segunda posicdo, depois a primeira, a terceira
e a quarta posicdo, respectivamente). Temos
assim a permutacdo de 4 elementos, cujo total
eP, =24.

No entanto, esse raciocinio foi feito apenas para
as vogais juntas e na ordem 10. Como ndo foi
estipulada a ordem em que as vogais devem
ficar juntas, devemos considerar também
considerar a ordem Ol. Neste caso, é evidente
gue o resultado também serd 24. Logo, o total
de anagramas que apresenta as vogais juntas é
24 + 24 = 48 ou P2.P4

ASSISTA

e
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1 . Observe os itens abaixo:

l. O nUmero de anagramas da palavra APRENDIZ € 40320.

Il. A palavra BRASIL possui 720 anagramas que comecam pela lefra B.

lll. A palavra UNIVERSO possui exatamente 720 anagramas tfendo as lefras U, N e | juntas e nessa
ordem.

IV. A palavra PORTUGAL possui exatamente 4320 anagramas tendo as vogais juntas.

Est&(do) correto(s) o(s) item(ns):

a) L b) LllelV c) lhelv el llelv

2. (ENEM) Eduardo deseja criar um e-mail utilizando um anagrama exclusivamente com as sete letras
qgue compdem o seu nome, antes do simbolo @ .
O e-mail terd a forma ******@site.com.br e serd de tal modo que as trés letras "edu” aparecam
sempre juntas e exatamente nessa ordem.
Ele sabe que o e-mail eduardo@site.com.br j& foi criado por outro usudrio e que qualguer outro
agrupamento das letras do seu nome forma um e-mail que ainda ndo foi cadastrado.

De quantas maneiras Eduardo pode criar um e-mail desejado?

a) 59 b) 60 c) 118 d) 119

AULA 06 — ANALISE COMBINATORIA
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.. Determine o nUmero de anagramas formados com a palavra PUBLICO que comece e terming por
consoante é de

a) 5040 b) 1440 c) 720 d) 240 O ‘

ESPACO PARA RESOLUCAO

4.. ( ESPM ) O nUmero de anagramas da palavra COLEGA em que as letras L, E e G aparecem juntas
em qualquer ordem é igual a:

a) 72 b) 144 c) 120 d) 60 e) 24

ESPAGO PARA RESOLUGAD

5. (ACAFE - SC) Um grupo de seis amigos, sendo dois meninos € quatro meninas, estdo comemorando
a formatura do Ensino Médio. O fotdgrafo solicitou ao grupo que se sentasse em um banco de seis
lugares e que 0s meninos se sentassem nas extremidades do banco. Com essa configuragcdo, o
numero de maneiras distintas que o grupo pode se sentar é de:
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a) 720 b) 24 c) 48 d) 120
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6. (INTEGRADO MEDICINA) Deseja-se fazer uma foto de sete estudantes sentados, porém trés deles
devem estar sempre juntos na foto. O nUmero de maneiras diferentes que eles podem sentar-se é

a) 24 b) 120 c) 480 d) 720 e) 5040

ESPACO PARA RESOLUGCAO

7. (UNICAMP —SP) Cinco pessoas devem ficarem pé, uma ao lado da outra, para tirar uma fotografia,

sendo que duas delas se recusam a ficar lado a lado. O nUmero de posicdes distintas para as cinco
pessoas serem fotografadas juntas é igual a

Q) 48 b) 72 c) 96 d) 120

8. (FGV = SP) O nUmero de anagramas da palavra COMUM nos quais as duas letras M ndo aparecem
juntas é

a) 18 b) 24 c) 36 d) 48 e) 60

ESPACO PARA RESOLUCAO

AULA 06 — ANALISE COMBINATORIA
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9. (ESPM) Escrevendo-se todos os anagramas da palavra PORTA em ordem alfabética, a posicdo
ocupada pela palavra PRATO é a:

a) 60° b) 61° c) 62° d) 63° e) 64°

1 0 (UEPG - PR) Em relacdo aos anagramas da palavra PRONTA, assinale o que for correto.

01. 120 desses anagramas iniciam com P.

02. Em 240 desses anagramas as lefras P e R permanecem juntas.

04. Colocando-se todos os possiveis anagramas em ordem alfabética, a palavra PRANTO ocupa
a posicdo 434,

08. 24 desses anagramas iniciam com P e tferminam com A.

16. Em 144 desses anagramas todas as consoantes ficam juntas

AULA 06 — ANALISE COMBINATORIA
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. RESOLUCOES

Resolucdo do Exercicio 1: [B]

l. Verdadeiro

O nUmero de anagramas formados pelas 8
letras da palavra APRENDIZ é igual a:

Ps = 8! = 40320

ll. Falso
O nUmero de anagramas que comecam por B
é dado por Ps=5!=120

lll. Verdadeiro
Fazendo U, N e | serem uma lefra X, temos que
permutar as letras XVERSOPg = 6! =720

IV. Verdadeiro
Fazendo A, O e U serem uma letra X, temos que

permutar as letras XPRTGL e fazer a permutacdo
inferna das vogais. Logo:
P3.Ps = 31.6! = 6.720 = 4320

Resolucdo do Exercicio 2: [D]

O nUmero de anagramas em que as letras
“edu” estejam juntas e nessa ordem é dado
pela permutacdo das 4 letras com o bloco
composto pelas 1frés lefras que devem
permanecer juntas. Ou seja:

51=120

Descontando a sequéncia “eduardo”, teremos:
120-1=119

Resolucdo do Exercicio 3: [B]

Temos 4 consoantes e 3 vogais. Logo:
4.5-4-3-2-1-3=1440

Resolucdo do Exercicio 4: [B]

Calculando:

P3Py = 6-24 =144

Resolucdo do Exercicio 5: [C]

Existemm duas escolhas para a primeira
extremidade e uma escolha para a segunda
extremidade. Ademais, as meninas podem ser
dispostas de P, = 4! =24 maneiras.

Portanto, pelo Principio Multiplicativo, segue
que aresposta é 2-1.24 = 48.

Resolucdo do Exercicio é: [D]

Tratando os 3 estudantes que devem ficar juntos
como um bloco de 1 estudante e permutando
os 3 estudantes dentro deste bloco, concluimos
gue o nUmero de possibilidades é igual a:
51.31=120-6 =720

Resolucdo do Exercicio 7: [B]

As cinco pessoas podem ser fotografadas de
Ps =5!=120 maneiras. Dentre estas, as duas

pessoas que se recusam a ficar lado a lado
podem aparecer juntas de P, -P, =4!.21=48

modos. Portanto, segue que a resposta é
120-48 =72.

Resolucdo do Exercicio 8: [C]

Quantidade total de anagramas que podem
ser formados:
5!

—=60

2!
Quantidade de anagramas em que as letras M

!
ficam jum‘os:4!-% =24

Sendo assim, ©o nUmero procurado de
anagramas vale: 60 — 24 = 36

Resolucdo do Exercicio 9: [C]

As lefras da palavra PORTA em ordem
alfabética sdo (A, O, P, R, T). Obtendo as
quantidades de palavras de acordo com as
suas iniciais, temos:
A4.3.2.1=24
04-3.2.1=24
PA
PO3-2
PRAOT=1
PRATO=1
62
Portanto, a palavra PRATO ocupa a 62° posicdo.

W 1w |
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R&solucdo do Exercicio 10: [31]

[01] Verdadeira. De fato, fixando a letra P,
temos Py =5!=120 anagramas.

[02] Verdadeira. Considerando as lefras P e R
como uma Unica letra, temos P = 5! =120
permutacoes. Ademais, ainda & possivel
dispor as letras P e R de P,=21=2
maneiras. Logo, pelo Principio Multiplicativo,
segue que existem 120-2 =240 anagramas
com as lefras P e R juntas e em qualquer
ordem.

[04] Verdadeira. Existem 3-P5;=3-5!=360

anagramas que comegam por uma das
letras A,N ou O.

Fixando a letra P na primeira posicdo,
existem 3 modos de escolher a segunda
letra (A/N ou O) e P, =4!=24 modos de
dispor as oufras lefras. Logo, temos mais
3-24 =72 anagramas.

Os dois proximos anagramas séo PRANOT e
PRANTO.

Em consequéncia, a palavra PRANTO
ocupa a posicdo 360+ 72+2=434.

[08] Verdadeira. Fixando as letras P e A,

podemos dispor as outras 4 lefras de
P, =4!=24 maneiras.

[16] Verdadeira. Considerando as consoantes
N,P,R e T como sendo uma Unica letfra,
temos P;=3!=6 anagramas. Ademais,
aginda podemos permutar as consoantes
entre si de P, =4!=24 modos. Desse modo,
pelo Principio Multiplicativo, em 6-24 =144

anagramas fodas as consoantes ficam
juntas.

AULA 06 — ANALISE COMBINATORIA
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PERMUTACAO COM

ELEMENTOS REPETIDOS

Permutagoes com elementos repetidos

Até agora trabalhamos com permutacdes
simples, onde ndo hd repetico de elementos
(elementos distintos). Mas, vamos supor que seja
dado um grupo de n elementos, sendo que um
desses elementos apareca a vezes, oulro
elemento apareca B vezes, um outro elemento
apareca § vezes e assim por diante. O nimero
de permutacdes desses n elementos serd a
divisdo do fatorial do numero total n de
elementos pelo produto dos fatoriais dos
numeros de vezes que cada elemento aparece
(j& que as trocas de posicdes entre elementos
iguais ndo resulfam em uma nova permutacdo).
Entdo:

" T Glplel

Quantos sGo os anagramas da palavra BATATA.

Solucdo:

A palavra BATATA possui 6 lefras, sendo que 3
sdo iguais a A e 2 iguais a T. Logo:
P32 _ 6!
¢ 3121

=60

A Figura representa o mapa de uma cidade
ficticia na qual hd nove ruas na diregcdo
vertical e cinco ruas na direcdo horizontal.
Para ir do ponto A até o ponto B, os
deslocamentos permitidos sdo sempre no
sentido Oeste-Leste (D) e/ou Sul-Norte (C),
como exemplificado na Figura abaixo,
respectivamente, pelas letras D (direita) e C
(para cima). Nestas condicoes existem
quantos caminhos diferentes para ir do ponto
A até o ponto B2

0 e L

A b o
Solucdo:
Note que para ir do ponto A até o ponto B tem-
se 12 passos (8D + 4C).

Entdo, cada trajetéria possivel, é uma
sequéncia de 12 elementos sendo “8D" e “4C".
12!

8,4 _ _
Logo: P = 8| 21 =495

Permutacao Circular

e N i

" Qo oé» o’)

2

Permu’rcgoo C|rculor é um hpo
de permutacdo composta por um ou
mais conjuntos em ordem ciclica. Ocorre
quando tfemos grupos com n elementos distintos
formando uma circunferéncia.

A quanfidade de  permutacodes
circulares de um conjunfos com n objetos
(distintos) € o nUmero de maneiras de colocd-
los ao redor de um circulo, de forma que
disposicoes que coincidam pela aplicacdo de
uma rotacdo sejam consideradas iguais. O
numero de permutacdes circulares de n objetos
é dado pela formula:

PH:F' —”(”n”' (n-1)!

De quantas maneiras podemos organizar uma
roda com 5 criancas?

e A

Q
r >

Solucdo:
P :(5—1)!=4l=24

@ ASSISTA A AULA

EI

z
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1 « (UNISINOS) Um anagrama é uma palavra ou frase formada pela permutacdo das letras de outra

palavra ou frase. Um exemplo é o nome da personagem Iracema, anagrama de América, no
romance de José de Alencar. Quantos anagramas distintos podemos formar com a palavra
MEDICINA?

a) 36 b) 2.520 c) 5.040 d) 20.160 e) 40.320

2. ( UNIOESTE - PR ) Quantas palavras podemos formar, independente se tenham sentido ou ndo, com
as 9 letras da palavra BORBOLETA?2

a) 81 440. b) 90 720. c) 362 880. d) 358 140. e) 181 440.

3. ( UPF - RS ) Na figura a seguir, as linhas horizontais e verticais representam ruas e os quadrados
representam quarteirdes. A quantidade de trajetos de comprimento minimo ligando A a B é:

B

a) 40 320 b) 6720 c) 256 d) 120 e)56

AULA 07— ANALISE COMBINATORIA
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. ( IBMEC - RJ ) O nUmero de anagramas que podem ser formados com as letras de PAPA @
comecando por consoante e terminando por O, é igual a: '

a) 120. b) 180. c) 40. d) 300. e) 320.

ESPAGO PARA RES!

5. (ENEM) Nos livros Harry Potter, um anagrama do nome do personagem “TOM MARVOLO RIDDLE"
gerou a frase “I AM LORD VOLDEMORT".
Suponha que Harry quisesse formar todos os anagramas da frase “I AM POTTER”, de tal forma que as
vogais e consoantes aparecessem sempre infercaladas, e sem considerar o espacamento enfre as
letras.
Nessas condicdes, o nUmero de anagramas formados é dado por

a) 9! b) 415! c) 2x 415! q 2 o) Mo
2 2

ESPAGO PARA RES|

\
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6 « (UFRGS —RS) Um aplicativo de transporte disponibiliza em sua plataforma a visualizacdo de um mapa

com ruas horizontais e verticais que permitem realizar deslocamentos partindo do ponto A e
chegando ao ponto B, conforme representado na figura abaixo.

B

O nUmero de menores caminhos possiveis que partem de A e
chegam a B, passando por C, é

a)28  b)35  c)100  d)300 e) 792

ESPAGCO PARA RESOLUCAD

7. (UFPR - PR) Considere o conjunto S de todas as sequéncias de 5 letras formadas com as vogais A, E,

I, O e U que satisfazem simultaneamente as duas regras abaixo: I. O nimero de letras A € igual co
numero de letras E. Il. O nUmero de letras O é igual ao nUmero de letras U. Por exemplo, as
sequéncias UOIOU, AEIOU e IAEIl satisfazem as duas regras acima, enquanto AAEEE ndo satisfaz a
primeira regra e |00 ndo satisfaz a segunda. Quantos elementos distintos possui o conjunto S2

a) 243 b) 221 c) 180 d) 125 e) 120

ESPACO PARA RESOLUCAD

AULA 07— ANALISE COMBINATORIA




, L Y 77777 4 s S e

(ENEM) Uma familia composta por sete pessoas adultas, apds decidir o itinerdrio de sua viag

d
consultou o site de uma empresa aérea e constatou que o voo para a data escolhida estava q
lotado. Na figura, disponibilizada pelo site as poltronas ocupadas estdo marcadas com X e as u@:‘
poltronas disponiveis sdo as mostradas em branco.

RRR  RRRRORRRR O numero de formas distintas de se acomodar a familia
RN ROXNXRRXIX £
e nesse voo & calculado por
XXX (XXX I Y]
XIXIXIXIX] DIEUF?]R%[Z” 9! b 9! 71 g 51 41 5! 41
MKRRN. KRORERKOIRX a) 21 ) Zhal c) 7! ) o4 e) TRET

ESPACO PARA RESOLUC A (

z

e

9. (ENEM) Trés amigos, André, Bernardo e Carlos, moram em um condominio fechado de uma cidade.

O quadriculado representa a localizacdo das ruas paralelas e perpendiculares, delimitando
quadras de mesmo tamanho nesse condominio, em que nos pontos A, B e C estdo localizadas as
casas de André, Bernardo e Carlos, respectivamente.
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B André deseja deslocar-se da sua casa até a casa de Bernardo, sem
passar pela casa de Carlos, seguindo ao longo das ruas do
€ condominio, fazendo sempre deslocamentos para a direita (—) ou

L 4

para cima (1), segundo o esquema da figura.

O nUmero de diferentes caminhos que André poderd utilizar para
realizar o deslocamento nas condicdes propostas é

Interbits®

a)4. b)14.  c)17. d)35  e)48.

ESPACO PARA RESOLUCAO

/ [ MATEM, \35{ °
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. (OBMEP) Uma formiga, inicialmente no vértice A, anda sobre as linhas do quadriculado da fi

sempre para a direita ou para cima, até chegar ao vértice B. De quantas maneiras ela po
fazer isso passando por algum dos quatro pontos destacados? ‘

!

B

r

SuperProfessor®

ESPACO PARA
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. RESOLUCOES

Resolucdo do Exercicio 1: [D]

Como a palavra MEDICINA possui duas letras |,
segue que a resposta é dada por

!
P = 8 _20160.

Resolucdo do Exercicio 2: [B]

Calculando o nUmero de anagramas da
palavra BORBOLETA. (Observe que as letras O e
B parecem duas vezes cada).

| .8.7!
p22_ 9 987 14 5040 =90720
T TR

Resolucdo do Exercicio 3: [E]

apd.._ Nl 53__8 _
Fr apon. 8 ma ¢

Resolucdo do Exercicio 4: [B]

Hd& dois casos possiveis:

i) Anagramas que letra P e
tferminam por O:
P = & — 120
3!
i) Anagramas que iniciom pela letra G e
tferminam por O:
P6(3'2) __6e _
32
Portanto, de (i) e (i), temos 120 + 60 = 180
anagramas.

iniciom pela

Resolucdo do Exercicio 5: [E]

Como existem quaitro vogais e cinco
consoantes, a Unica configuracdo possivel é
C4V1Co V5 C3V3CyVyCsg,

em que cada ¢; representa uma consoante e
cada v; representa uma vogal.

]
Desse modo, femos Péz) = % maneiras de dispor

as consoantes e P, =4! modos de intercalar as
vogais.
Em consequéncia, pelo Principio Multiplicativo,

, 5l
segue que a resposta é 5-4!.

Resolucdo do Exercicio é: [D]

A fim de cumprir a condicGo de mene
caminho, deverdo ocorrer @
deslocamentos de oeste para leste e de sul para
norte.

|
Desse modo, existem Pé3’3)=izzo
3!.3!
|
caminhos de A para C e Pé4'2)=_6' -

41.21
caminhos de C para B.

Em consequéncia, pelo Principio Multiplicativo,
segue que a resposta é 20-15 = 300.

Resolucdo do Exercicio 7: [B]

Cendrio 1: AAEEI P22 =% =30

Cendrio 2: AEOUI P5 =5!=120

Cendrio 3: OOUUI P22 - o

=30
21.2!

Cendrio 4: AEIl p3 = 20

3!
Cendrio 5: OUIll p3 = 20

3!
Cendrio 6:1llll =1
30+120+30+20+ 20+ 1 =221

Resolucdo do Exercicio 8 [A]

Indicando pela letra A, B, C, D, E, F, G como as
poltronas ocupadas e V e V como polironas
vazias, temos que permutar:
ABCDEFGVV
O resultado pedido corresponde ao nimero de
permutacdes de 9 objetos com 2 repetidos:

L
Pg = E

Resolucdo do Exercicio 9: [C]

AULA 07— ANALISE COMBINATORIA

Vamos indicar pela letra L a movimentacdo dos
pontos no sentido leste e N, norte.
O nUmero de maneiras de ir de A até B,
passando ou ndo por C, é dado pela
permutacdo das letras LLLLNNN

p(4,3) _ 7! _

7 41.3|
O nUmero de maneiras de ir de A até C é
dado pela permutacdo das letras LLNN

p22 _ 4 _g

4 212t 7
enguanto que o nUmero de maneiras de irde C
até B é dado pela permutacdo das letras LLN

\
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=—=3.
2!

Desse modo, pelo Principio Multiplicativo, é
possivel ir de A até B, passando por C, de
6-3 =18 maneiras.

Aresposta é 35-18 =17.

Resolucdo do Exercicio 10: [E]

Nomeando os demais pontos, sabemos que:

B

fe ®

g
5
i
i
®

A W :

P

S6 hd 1 maneira de sair do ponto A e chegar ao
ponto B passando pelo ponto X, € 0 mesmo
acontece para o ponto W. Para ir de A até B
passando por Y, temos:
De A até Y (1 para a direita e 5 para cima):

1,5 6! 6

6 "5

De Y até B (5 para a direita e 1 para cima):
51_6!
~ 5"

O que tfotaliza:
6-6 =36 casos

AULA 07— ANALISE COMBINATORIA

O mesmo acontece parair de A até B passando
por Z. Sendo assim, o total de casos favordveis é
igual a:

1+1+36+36=74
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L —t

p S

j

Agrupamentos que diferem: FORMAGAO DE SENHAS

@ Pela natureza dos elementos
componentes; O FORMAGAO DE NUMEROS A

Pel _ PARTIR DE UM CERTO NUMERO
B g i DE ALGARISMOS DISPONIVEIS

) — p = o - . i
N [g_) . AL=A,,=| @ FORMACAO DE COMISSOES =
nl COM CARGOS ATRIBUIDOS T
S - 5 . pa
n - | @ FORMACAO DE SEQUENCIAS =
A ORDEM IMPORTA (n-p)! p) o ol ) %
: = 2\ W
comnmm;oss / OBSERVACAO: /4 =
Esses agrupamentos diferem apenas = x [<Z,:
pela natureza dos elementos @ FORMACAO DE COMISSOES |
componentes, mas n&o diferem SEM CARGOS ATRIBUIDOS o
pela ordem -3 ‘ ~ C C <
\ @ FORMACAO DE POLIGONOS =
nl <
- p)lp! @ FORMAGAO DE SUBCONJUNTOS
K (" A ORDEM NAO IMPORTA ) prevpTy— - | (n - p)!p! s %

X ,'

[ P, = J

@ FORMAGAO DE ANAGRAMAS
PERMUTACAO COM ELEMENTOS REPETIDOS /‘ e ol @ TROCAR DE POSICAO USANDO |
Exustem elementos que se repetem. | 5y =alblcl... TODO O ESPACO AMOSTRAL jI

PERMUTACOES

[ PERMUTACAO SIMPLES /4
Todos os elementos sdo distintos.

Es)
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'EXERCICIOS /

1 . (UECE - CE) A quantidade de numeros com cinco digitos distintos formados com os algarismos 1, 3,
4, 6 e 7 que sdo menores do que 60.000 é

a) 46. b) 58. c) 72. d) 81.

ESPAGCO PARA RESOLUCAOD

e

AULA 08 — ANALISE COMBINATORIA

2. (UEM - PR) Assinale o que for correto.

01. Com os digitos 8 e 9 podemos formar 12 niUmeros de cinco algarismos, de modo que frés
algarismos sdo iguais a 8 e dois algarismos sdo iguais a 9.

02. H& 45 maneiras distintas de escolnermos 8 balas dentre 10 balas disponiveis.

04. H& 72 maneiras distintas de escolhermos os vértices de um triingulo em um conjunto de 8 pontos
distinfos de um plano, dos quais 3 nunca estdo sobre a mesma reta.

08. Com 6 cores distintas disponiveis hd 120 maneiras distintas de pintarmos um mapa da regido Sul
do Brasil de modo que cada estado seja pintado de uma Unica cor e ndo haja repeticdo de
cores.

16. Comasletras R, S, T, V, X, Z podemos formar 240 anagramas de 4 letras distintas que contém a
letra R.

ESPAGCO PARA RESOLUCAO




V22277 4
—— AN

. (UECE — CE) Considerando que o colégio Saber+ quer escolher trés alunos dentre os 11 olun

turma A para representd-lo em um vestibular simulado da Uece, é correto afirmar que o nUmero_de
maneiras como essa escolha pode ser feita é ‘

a) 415, b) 390. c) 269. d) 165.

ESPACO PARA RESI

4. (UFPR — PR) Ana quer descobrir a senha do celular de seu irmdo Carlos, a qual é formada por uma

sequéncia de quatro digitos numéricos dentre 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 e 9. Ela sabe que o irmdo sempre
usa, em suas senhas, os trés digitos de sua residéncia: 4, 6 e 8. Recentemente, ela descobriu que o
numero formado pela senha é impar. De acordo com essas informacdes, quantas possibilidades
Ana deve considerar para descobrir a senha de Carlos?

a) 8 b) 11 c) 15 d) 24 e) 30

ESPACO PARA RE

5. O quociente do nimero de anagramas da palavra CARCARA pelo nimero de anagramas da
palavra PAPAI é:

a) 6 b) 7 c)8 d) 9 e) 10
ESPACO PARA RESOLUCAD
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_ EXERCICIOS NiVEL 2

/

/4 ==Y,

6. (UFRGS) Em uma rede de lojas, trabalham dez administradores de empresa e cinco advogados.
Para representar essa rede de lojas em um evento internacional serd formada uma comisséo com
sete pessoas.

O nUmero de comissdes distintas que podem ser constituidas, em que hd pelo menos um
advogado, é

a) 3561. b) 5163. c) 5316. d) 6135. e) 6315.

7. (UERJ - RJ) Considere um quadrado com vdrios quadrados desenhados em seu interior. Sabe-se que

uma particula pode se deslocar sobre os lados desses quadrados em apenas dois sentidos: sul (S)
ou leste (L). No esquema a seguir, estd destacada uma possivel trajetdria dessa particula de A até
B.

A N

B S

O nUmero total de trajetdrias distintas que essa particula pode fazer para se deslocar de A até B é
igual a:

a) 16. b) 18. c) 20. d) 22.

AULA 08 — ANALISE COMBINATORIA
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(UEM - PR) Assinale o que for correto. O

01. Para todo nUmero naturaln > 1, (2n)! = 2! - n!. @

02. Em um campeonato com 20 equipes, em que cada equipe joga duas vezes confra as de S,
sdo jogadas 800 partidas.

04. Com os algarismos 5, 6, 7, 8 e 9 podem-se formar exatamente 15 nimeros impares com dois
algarismos.

08. Com a palavra AULAS podemos formar exatamente 60 anagramas distinfos.

16. Em um hotel hd 15 quartos vagos. H& pelo menos um milhdo de maneiras distintas de se
acomodar (individualmente) é pessoas nesses 15 quartos.

ESPACO PARA RESOLUCADO
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. (UFPR — PR) Trés amigos vAo viajar em um carro que possui cinco lugares. Durante a viagem

vao mudar de lugares, de modo que cada um ocupard, por vez, apenas um lugar no vei
Como o lugar do condutor deve ser necessariamente ocupado e sabendo que eles vao se re
na conducdo do carro durante a viagem, quantas configuracdes sdo possiveis?

a) 9 b) 12 c) 18 d) 36 e) 120

1 0. (ENEM) Um hospital tem 7 médicos cardiologistas e 6 médicos neurologistas em seu quadro de
funciondrios. Para executar determinada atividade, a direcdo desse hospital formard uma

equipe com 5 médicos, sendo, pelo menos, 3 cardiologistas.
A expressdo hnumérica que representa o nUmero mdximo de maneiras distintas de formar essa
equipe é
71 6!
a) =X —
4! 4!
7! 6!
b) 3ix4! 7 21x4!
7! 6! 5!
c)

3Ix4!  2!x4!  11x4!
7! 6! 7! 6! 7! 6!
d) (3!><4! + 2!><4!) X (4!><3! + 1!><5!) X (5!)(2! + 0!><6!)

7! 6! 7! 6! 7! 6!
e) (3!><4-! X 2!X4-!) + (4-!X3! X 1!><5!) + (5!><2! X 0!><6!)

ESPACO PARA RESOLUGAD

AULA 08 — ANALISE COMBINATORIA
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EXERCICIOS NIVEL 3 - #A# -

1 1 . (ENEM) Um pai comprou oito presentes diferentes (dentre os quais, uma bicicleta e um celular)
para dar a seus 1rés filhos. Ele pretende distribuir os presentes de modo que o filho mais velho e o
mais novo recebam trés presentes cada um, e o do melo receba os dois presentes restantes. O
mais velho ganhard, entre seus presentes, ou uma bicicleta ou um celular, mas ndo ambos.
De quantas maneiras distintas a distribuicdo dos presentes pode ser feita?
a) 3é. b) 53. c) 300. d) 360. e) 560.

ESPACO PARA RESOLUCAD /&

12. (ESPECEX) Sobre uma semicircunferéncia de diGmetro AB, sdo dispostos 10 pontos distintos,
incluindo A e B. Tomando-se quaisquer trés pontos distintos dentre os 10, _guantos tridngulos ndo

reténgulos podem ser formados 2

a) 8 b) 10 c) 30 d) 112 e) 120

AULA 08 — ANALISE COMBINATORIA
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. (UEM) Assinale o que for correto.

01. Hd& exatamente 520 maneiras de escolhermos 3 nUmeros pares distintos per’rencen’r@o‘
conjunto { 1,2,3,...,31 }.

02. Com asletras B, C, D, F e G podemos formar exatamente 140 senhas de 5 letras distintas.
04. Com os numeros 1, 2, 3, 5, 7, 8 e 9 podemos formar pelo menos 60 multiplos de 5 com 4
algarismos distintos.

08. A equacdo E:i;: = 42 ndo tem solucdo.

16. O algarismo das unidades da soma 12! + 141 + 16! + 18! + 20! € igual ao algarismo das unidades
dasoma 12+ 14+ 16+ 18 + 20.

ESPACO PARA RESOLUCAD
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. (PUC - PR - MEDICINA) Considere tfodos e apenas os anagramas da palavra PUCPR em q

pode destacar a palavra PUC (P, U e C juntas e nessa ordem). Em exatamente quantos de
anagramas a letra R figura ao lado de uma letra P2 ‘

a) 2. b) 3. c) 4. d) 5. e) 6.
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. RESOLUCOES

Resolucdo do Exercicio 1: [C]

Para que o nUmero seja menor que 60.000 ele
ndo pode comecar nem com o 6 e nem com o
7, portanto, para o primeiro digito temos apenas
3 opcdes de algarismos (1, 3, 4). Nas outras
casas ndo haverd nenhuma restricdo, dessa
forma temos, 3-4-3-2-1=72,

Resolucdo do Exercicio 2: [26]

Resolugcdo do Exercicio 5: [B]
Anagramas da palavra CARCARA p3?? =

=210
31212!

Anagramas da palavra PAPAI p2? = 2

=2 =30
212!
Quociente: 210/30 =7

Resolucdo do Exercicio é: [E]

[01] Falsa. A quantidade de nUmeros que
podem ser formados nessas condicdes é de:

32 5!

ps =ﬁ=10
[02] Verdadeira. NUmero de maneiras de

escolhermos 8 balas dentre 10:

10!

C10,8 = ﬁ = 45

[04] Falsa. NUmero de maneiras de escolhermos
os vértices do triingulo (3 pontos):

8!
T 5131
[08] Verdadeira. NUmero de maneiras de
pintarmos o mapa da regido Sul do Brasil (com 3

estados):

C8,3 = 56

6!
Aoz =7, =120
[16] Verdadeira. Quantidade de anagramas
qgue podem ser formados com as condicoes
dadas:
1-5-4-3- 4 =240
R posicoes
da letraR

Resolucdo do Exercicio 3: [D]

NUmero total de comissdes possiveis (15 pessoas

para 7 vagas):
|

15!
C15’7 - ﬁ — 6435

NUmero de comissdes com nenhum advogado
(10 administradores para 7 vagas):

_ 10! _
Cio7 = 371 120
NUmero de comissdes com pelo menos um

advogado:
6435-120= 6315

Resolucdo do Exercicio 7: [C]

Para sair de A e chegar a B, a particula deve
andar 3 vezes para o sul e 3 vezes para o norte.
Dessa forma, o nUmero de caminhos possiveis é:

6!
3,3 _ _
Ps” =373~ 20

Resolucdo do Exercicio 8: [28]

Como a ordem dos alunos escolhidos ndo altera
oresultado, devemos fazer a combinagdo de 11

em 3, assim, Cy; 3 = 2 = 165.

3!.8!

Resolucdo do Exercicio 4: [E]

Para os frés primeiros digitos temos 3!

possibilidades, j& que se deve ter os algarismos

4, 6 e 8 e para o quarto digito, que deverd ser

um nUmero impar, termos 5 possibilidades (1, 3,

5,7e9).

Logo, o nUmero de senhas serd dado por:
31-5=6-5=30

[01] Falsa. Para n =0:
Cn)!=2-0)0=0=1
20-nl=2-00=2-1=2

[02] Falsa. O numero de partidas é dado por:

20-19
2‘C20’2=2' = 380

[04] Verdadeira. HA 5 possibilidades para o
primeiro algarismo e 3 para o segundo (os
impares 5, 7 e 9). Logo, a quantidade de
nUmeros possiveis é:
5-3=15
[08] Verdadeira. O niUmero de anagramas com
a palavra AULAS (considerando a repeticdo das
duas letras A) € igual a:
|
p: = % =60
[16] Verdadeira. Quantidade de maneiras de

escolher 6 quartos denfre os 15:
|

15!
C15,6 - ﬁ - 5005

Quantidade de maneiras de escolher as 6
pessoas para coloca-las nos quartos:
6! =720
Sendo assim, a quanfidade total de maneiras
supera um milhdo, pois:
5005 - 720 = 3603600

AULA 08 — ANALISE COMBINATORIA

. Y SN
————— N MR /




¥ 7 £ 7 7 7 4

r y y ¥y ryryi

R&solucdo do Exercicio 9: [D]

istem 1irés possibilidades de escolha do
motorista. Para cada umas destas possibilidades
para o motorista termos 4 opgdes para o
segundo amigo se sentar e 3 opcdes para o
terceiro amigo se sentar, logo o nimero de
configuracodes possiveis serd dado por:
3-4-3=36
Resolucdo do Exercicio 10: [E]

Quantidade de maneiras de escolhermos:
3 médicos cardiologistas e 2 neurologistas: C; 3 -

7! 6!
Co2 = 30 2a
4 médicos cardiologistas e 1 neurologista: C; , -
7! 6!
Cor = 23 Tom
L . . . _ 76
5 médicos cardiologistas: C; 5 - Cg = TR

Portanto, a expressdo numérica buscada é:
7! 6! 7! 6! 7! 6!
. + . + .
31-41 21-41 ° 41.31 1!.5!  501.21 0O!-6!

Resolucdo do Exercicio 11: [C]

O nUumero de maneiras de distribuir os presentes

e:
bicicleta
ou celular
2 . C6,2 . Cs'z C3,3 = 2 . 15 . 10 . 1 = 300
mais velho domeio maisnovo

Resolucdo do Exercicio 12: [D]

Quantidade total de fringulos:

_ 1ot
Cio3 = T3 120

Quantidade de tringulos ret&ngulos (fridngulos
gue incluem os pontfos A e B):
|
Cor =777 =8
Portanto, o nUmero de triingulos ndo reténgulos
gue podem ser formados é:
120-8=112

Resolucdo do Exercicio 13: [20]

[01] Falsa. O nUmero de maneiras de
escolhermos 3 nUmeros pares distintos dentre os
elementos do conjunto dado (considerando
que hd 15 pares e 16 impares) é:
15-14-13

153 = 31 = 455
[02] Falsa. O nuUmero de senhas possiveis € igual
a:5!=120
[04] Verdadeira. Quantidade de multiplos de 5
com 4 algarismos distintos (sabendo que o
Ultimo algarismo sé pode ser o 5):

[08] Falsa. Resolvendo:
(n+3)!
=42
(n+1)!
(n+3)(n + 2)(n+71)!
(n+T1)! h
n?+2n+3n+6=42
n2+5n—-36=0
n=4%
[16] Verdadeira. Como hd o produto 25 =10
em todos os fatoriais da primeira soma, todos
eles terminam em 0. Sendo assim, o algarismo
das unidades dessa soma é 0. E a segunda soma
vale:
12+14+16+18+20=80
Logo, ambas as somas possuem O mesmo
algarismo das unidades.

Resolucdo do Exercicio 14: [D]

Para resolver a questdo, primeiro identificamos
os elementos disponiveis na palavra PUCPR sob
a restricdo de que o bloco 'PUC' deve estar
unido e nessa ordem. Tratamos 'PUC' como um
Unico bloco (bloco X). As letras restantes sGo P e
R.

Os elementos a serem organizados sdo: {PUC},
{P}. {R}. O nUmero total de anagramas possiveis
€ o arranjo desses 3 elementos: 31 =3x2x1=
6.

Os anagramas possiveis sdio:
(PUC) PR

(PUC)RP

P (PUC)R

PR (PUC)

R (PUC) P

RP (PUC)

A questdo pede que a lefra R esteja ao lado de
uma letra P. Note que o bloco 'PUC' contém
uma letra P. Assim, R pode estar ao lado do P de
'PUC'" ou do P isolado.

Andlise de cada caso:

(PUC)PR: R est& ao lado de P. (Sim)
(PUC)RP: R estd ao lado de C e P. (Sim)
P(PUC)R: R estd ao lado de C. (N&o)
PR(PUC): R estd aolado de P e P (do bloco PUC).
(Sim)
R(PUC)P: R estd ao lado de P (do bloco PUC).
(Sim)

RP(PUC): R estd ao lado de P. (Sim)
Total de casos favordveis: 1, 2, 4, 5 e 6,
totalizando 5 anagramas.
Justificativa das alternativas:
[E] Incorreta. Existem 6 anagramas totais, mas
um deles (P-PUC-R) ndo atende & condicdo.
[A]. [B], [C] Incorretas. Representam contagens
parciais que ignoram a vizinhanca de R com o P
contido no bloco PUC.
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  3 ! = 3 × 2 × 1 = 6


  2 ⋅ 5 = 10


       ( n + 3 ) !  ( n + 1 ) ! = 42     ( n + 3 ) ( n + 2 ) (  n + 1 ) !  (  n + 1 ) ! = 42    n 2 + 2 n + 3 n + 6 = 42    n 2 + 5 n − 36 = 0   n = 4  


  6 ⋅ 5 ⋅ 4 ⋅ 1 = 120


   C  15 , 3 =   15 ⋅ 14 ⋅ 13  3 ! = 455


   C  8 , 1 =   8 !  7 !   1 ! = 8


   C  10 , 3 =   10 !  7 !   3 ! = 120


         2 ¯       bicicleta   ou   celular ⋅  C  6 , 2 _  mais   velho ⋅      C  5 , 2 _  do   meio ⋅      C  3 , 3 _  mais   novo = 2 ⋅ 15 ⋅ 10 ⋅ 1 = 300


    7 !  3 ! ⋅ 4 ! ⋅   6 !  2 ! ⋅ 4 ! +   7 !  4 ! ⋅ 3 ! ⋅   6 !  1 ! ⋅ 5 ! +   7 !  5 ! ⋅ 2 ! ⋅   6 !  0 ! ⋅ 6 !


   C  7 , 5 ⋅  C  6 , 0 =   7 !  5 ! ⋅ 2 ! ⋅   6 !  0 ! ⋅ 6 !


   C  7 , 4 ⋅  C  6 , 1 =   7 !  4 ! ⋅ 3 ! ⋅   6 !  1 ! ⋅ 5 !


   C  7 , 3 ⋅  C  6 , 2 =   7 !  3 ! ⋅ 4 ! ⋅   6 !  2 ! ⋅ 4 !


  3 ⋅ 4 ⋅ 3 = 36


  5005 ⋅ 720 = 3603600


  6 ! = 720


   C  15 , 6 =   15 !  9 ! 6 ! = 5005


   p 5 2 =   5 !  2 ! = 60  


  5 ⋅ 3 = 15


  2 ⋅  C  20 , 2 = 2 ⋅   20 ⋅ 19 2 = 380


     ( 2 n ) ! = ( 2 ⋅ 0 ) ! = 0 ! = 1   2 ! ⋅ n ! = 2 ⋅ 0 ! = 2 ⋅ 1 = 2  


   p 6  3 , 3 =   6 !  3 ! 3 ! = 20


   C  10 , 7 =   10 !  3 ! 7 ! = 120


   C  15 , 7 =   15 !  8 ! 7 ! = 6435


   p 5  2 , 2 =   5 !  2 ! 2 ! = 30


   p 7  3 , 2 , 2 =   7 !  3 ! 2 ! 2 ! = 210


  3 ! ⋅ 5 = 6 ⋅ 5 = 30


   C  11 ,   3 =   11 !  3 ! ⋅ 8 ! = 165 .


     1 _ R ⋅ 5 ⋅ 4 ⋅ 3   ·    4 _     posi ç õ es   da   letraR = 240


   A  6 , 3 =   6 !  3 ! = 120  


   C  8 , 3 =   8 !  5 ! 3 ! = 56  


   C  10 , 8 =   10 !  2 ! 8 ! = 45  


   p 5  3 , 2 =   5 !  3 ! 2 ! = 10


   3 _ ⋅  4 _ ⋅  3 _ ⋅  2 _ ⋅  1 _ = 72 .


    ( n + 3 ) !  ( n + 1 ) ! = 42


   (   7 !  3 ! × 4 ! ×   6 !  2 ! × 4 ! ) +  (   7 !  4 ! × 3 ! ×   6 !  1 ! × 5 ! ) +  (   7 !  5 ! × 2 ! ×   6 !  0 ! × 6 ! )


   (   7 !  3 ! × 4 ! +   6 !  2 ! × 4 ! ) ×  (   7 !  4 ! × 3 ! +   6 !  1 ! × 5 ! )   ×  (   7 !  5 ! × 2 ! +   6 !  0 ! × 6 ! )


    7 !  3 ! × 4 ! +   6 !  2 ! × 4 ! +   5 !  1 ! × 4 !


    7 !  3 ! × 4 ! ×   6 !  2 ! × 4 !


    7 !  4 ! ×   6 !  4 !


  n > 1 ,   ( 2 n ) ! = 2 ! ⋅ n ! .


  20 ⋅ 18 ⋅ 16 .


  8 ⋅ 7 ⋅ 6 ⋅ 1 = 336


  1 ⋅ 4 ⋅ 6 ⋅ 5 ⋅ 4 = 480 .


  4 ⋅ 5 ⋅ 4 ⋅ 2 = 160 .


  3 ⋅ 4 = 12


  5 ⋅ 4 ⋅ 10 ⋅ 9 ⋅ 8 ⋅ 7 = 100800


  20 × 18 × 16 × 2


  10 × 9 × 8 × 2


  20 × 19 × 18


  20 × 18 × 16


  10 × 9 × 8


  10 × 9 × 8


  n > 1 ,   ( 2 n ) ! = 2 ! ⋅ n ! .


  8 ⋅ 7 ⋅ 6 ⋅ 1 = 336


   C  10 , 8 =   10 !  2 ! 8 ! = 45  


  20 ⋅ 18 ⋅ 16 .


   C  8 , 3 =   8 !  5 ! 3 ! = 56  


   A  6 , 3 =   6 !  3 ! = 120  


     1 _ R ⋅ 5 ⋅ 4 ⋅ 3   ·    4 _     posi ç õ es   da   letraR = 240


   C  11 ,   3 =   11 !  3 ! ⋅ 8 ! = 165 .


  3 ! ⋅ 5 = 6 ⋅ 5 = 30


   p 7  3 , 2 , 2 =   7 !  3 ! 2 ! 2 ! = 210


   p 5  2 , 2 =   5 !  2 ! 2 ! = 30


   C  15 , 7 =   15 !  8 ! 7 ! = 6435


   C  10 , 7 =   10 !  3 ! 7 ! = 120


  20 × 18 × 16


    7 !  4 ! ×   6 !  4 !


   p 6  3 , 3 =   6 !  3 ! 3 ! = 20


     ( 2 n ) ! = ( 2 ⋅ 0 ) ! = 0 ! = 1   2 ! ⋅ n ! = 2 ⋅ 0 ! = 2 ⋅ 1 = 2  


  2 ⋅  C  20 , 2 = 2 ⋅   20 ⋅ 19 2 = 380


  5 ⋅ 3 = 15


   p 5 2 =   5 !  2 ! = 60  


   C  15 , 6 =   15 !  9 ! 6 ! = 5005


  6 ! = 720


  5005 ⋅ 720 = 3603600


  3 ⋅ 4 ⋅ 3 = 36


   C  7 , 3 ⋅  C  6 , 2 =   7 !  3 ! ⋅ 4 ! ⋅   6 !  2 ! ⋅ 4 !


  20 × 19 × 18


    7 !  3 ! × 4 ! ×   6 !  2 ! × 4 !


   C  7 , 4 ⋅  C  6 , 1 =   7 !  4 ! ⋅ 3 ! ⋅   6 !  1 ! ⋅ 5 !


   C  7 , 5 ⋅  C  6 , 0 =   7 !  5 ! ⋅ 2 ! ⋅   6 !  0 ! ⋅ 6 !


    7 !  3 ! ⋅ 4 ! ⋅   6 !  2 ! ⋅ 4 ! +   7 !  4 ! ⋅ 3 ! ⋅   6 !  1 ! ⋅ 5 ! +   7 !  5 ! ⋅ 2 ! ⋅   6 !  0 ! ⋅ 6 !


         2 ¯       bicicleta   ou   celular ⋅  C  6 , 2 _  mais   velho ⋅      C  5 , 2 _  do   meio ⋅      C  3 , 3 _  mais   novo = 2 ⋅ 15 ⋅ 10 ⋅ 1 = 300


   C  10 , 3 =   10 !  7 !   3 ! = 120


   C  8 , 1 =   8 !  7 !   1 ! = 8


   C  15 , 3 =   15 ⋅ 14 ⋅ 13  3 ! = 455


  6 ⋅ 5 ⋅ 4 ⋅ 1 = 120


       ( n + 3 ) !  ( n + 1 ) ! = 42     ( n + 3 ) ( n + 2 ) (  n + 1 ) !  (  n + 1 ) ! = 42    n 2 + 2 n + 3 n + 6 = 42    n 2 + 5 n − 36 = 0   n = 4  


  2 ⋅ 5 = 10


  10 × 9 × 8 × 2


    7 !  3 ! × 4 ! +   6 !  2 ! × 4 ! +   5 !  1 ! × 4 !


  3 ! = 3 × 2 × 1 = 6


  20 × 18 × 16 × 2


   (   7 !  3 ! × 4 ! +   6 !  2 ! × 4 ! ) ×  (   7 !  4 ! × 3 ! +   6 !  1 ! × 5 ! )   ×  (   7 !  5 ! × 2 ! +   6 !  0 ! × 6 ! )


  5 ⋅ 4 ⋅ 10 ⋅ 9 ⋅ 8 ⋅ 7 = 100800


   (   7 !  3 ! × 4 ! ×   6 !  2 ! × 4 ! ) +  (   7 !  4 ! × 3 ! ×   6 !  1 ! × 5 ! ) +  (   7 !  5 ! × 2 ! ×   6 !  0 ! × 6 ! )


  3 ⋅ 4 = 12


    ( n + 3 ) !  ( n + 1 ) ! = 42


  4 ⋅ 5 ⋅ 4 ⋅ 2 = 160 .


   3 _ ⋅  4 _ ⋅  3 _ ⋅  2 _ ⋅  1 _ = 72 .


  1 ⋅ 4 ⋅ 6 ⋅ 5 ⋅ 4 = 480 .


   p 5  3 , 2 =   5 !  3 ! 2 ! = 10



