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TRIGONOMETRIA NO TRIANGULO RETANGULO

CLIQUE NO LINK ABAIXO E ASSISTA A ViDEO AULA

[m] et [m]

Observe os triangulos da figura. Eles sdo semelhantes, pois
possuem os angulos ordenadamente congruentes.

b_a b b
b” a a a
c a c c
= — — B

c a a a
b c b b’
- &8 =¥ "8
b” ¢’ c c

As igualdades apresentadas acima mostram que a razdo
entre dois lados quaisquer de um triangulo retangulo é
igual a razdo entre dois lados homodlogos de qualquer outro
triangulo retangulo semelhante a ele.

Perceba que a razdo entre dois lados quaisquer de um
triangulo retangulo ndo depende do tamanho desse
triangulo, mas sim de seus angulos.

Cy
Cs

B
Ay As A Ay

A.C; A,C, AxC

1-1 = 272 = 373 = ....constante

BC, BC, BC,
BA. BA, BA

1_72_73_  constante
A1C1  ACy  A3Cs

= = = ....constante
BA;  BA,  BAg

As razOes vistas acimas, constantes para cada valor do
angulo B, sdo denominadas razdes trigonométricas.


https://youtu.be/jttoAaJHivA
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Razoes Trigonométricas

Inicialmente, considere o triangulo retangulo ABC

¢

C
Nesse tridngulo podemos destacar o0s seguintes
elementos:

° E e A_B sdo os catetos

. BC € a hipotenusa

. é e C s30 os angulos agudos

Pelo teorema angular de Thales prova-se que os angulos

agudos sdo complementares, ou seja, Ig + 6 =90°
RAZOES TRIGONOMETRICAS:

e SENO: seno de um angulo agudo é o quociente entre
o cateto oposto ao angulo e a hipotenusa.

e COSSENO: coSseno de um angulo é o quociente entre
o cateto adjacente ao angulo e a hipotenusa.

e TANGENTE: tangente de um angulo é o quociente
entre o cateto oposto ao angulo e o cateto adjacente.

Sendo assim, temos que:

3 p
b
o
C
b c b
sena= — coso=— tgoa=—
a a c
c b c
senf=— cosP=— tgp=—
a a b

Observando as razbes acima, concluimos que

sena=cosPetga= i
tgB

Entdo:

Se o+ 3 =90° temos:

sen o =cos 3

1
tgo= —

tgB
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Razbes trigonométricas dos angulos de
30°, 45° e 60°

As razGes trigonométricas dos angulos de 30°, 45° e 60° sdo
usadas com frequéncia. Vamos deduzir abaixo o valor do
seno, cosseno e tangente desses angulos.

Observe o triangulo equilatero. Tragando uma de suas

alturas, dividimos o triangulo em dois tridngulos retangulos
congruentes.

30°,

=

oo
a a

2 2
Calculando a altura h pelo teorema de Pitagoras, vem:

aV3

h=—
2
30°
y a3
2
60°
.
a
2
Aplicando as relagdes trigonométricas, vem:
a
sen 30° = 2 — sen 30°= — =cos 60°
a

o3

sen 60° = — sen 60°= —— =cos 30°
a 2
a
tg 30° 2 tg 30° \/§
g = —>1g =4
a3 3
2
a3
tg 60° = —tg 60° = \/§
a
2
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Observe, agora, o quadrado. Nele traga-se a diagonal e
obtém-se dois triangulos retangulo isdsceles

[o]

45° o]

a
Calculando a diagonal d pelo teorema de Pitdgoras, vem
que:

d=a\/5

a 2
sen 45°= — —>sen 45°= — =cos 45°
a\/E 2

a
tg45°=— > tg45°=1
a

Em resumo, temos:

30° 45° 60°

1 > -

seno = —‘{3 g
cosseno ¥ 2 ]
2 2 2

tangente ? L B
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01) (Modelo Enem) Atualmente, o roubo e o furto de
celulares tém se tornado banais no Brasil,
ultrapassando a marca de um milhdo de aparelhos por
ano. Em contrapartida, a tecnologia estd tdo avangada
que, mediante a instalagdo de um aplicativo e uma
conta do Google sincronizada em seu celular, é possivel
localiza-lo.

Disponivel em: <http://www.celularcomcamera.com.br/como-rastrear-

um-celular-roubado-furtado/>. Acesso em 26 out. 2015.

Suponha que uma pessoa teve seu celular roubado em
frente ao Hospital Sdo Francisco, na cidade de Pelotas-
RS, e o aplicativo indica que o aparelho estd localizado
no cruzamento da Rua General Osdério com a Rua
Antonio dos Anjos, conforme ilustra a figura a seguir.

3 Anpa
,{: Orvg o o
Q ? O s
(%) X = Ane. P9
£ 3 05 i
S &
a3 & q
5 8/
3 S B 2
@ I & :
1 &
X & 1 o
3 ") 1 S
& &
~ o Y I B
3 s I <
& (]
& o | &
~ < 9 |
§ 3 |
=] < S |
& < -
’Q H 45° SR p |
x A |-'-l )
Hospital Sdo Francisco M e )2 2
0 o

? b
Pacy,

Fonte: Adaptado de Google Maps (2015).

Considerando que o sistema de coordenadas
cartesianas indicado nesta figura tem origem em frente
ao hospital, e estd orientado positivamente para a
direita e para cima, esta correto afirmar que a abscissa
Xg do ponto P &, aproximadamente,

a) 270 metros.
b) 230 metros.
c) 190 metros.
d) 160 metros.

02) (Modelo Enem) Um determinado professor de uma das

disciplinas do curso de Engenharia Civil da PUC solicitou
como trabalho pratico que um grupo de alunos deveria
efetuar a medicdo da altura da fachada da Biblioteca
Central da PUC usando um teodolito. Para executar o

trabalho e determinar a altura, eles colocaram um
teodolito a 6 metros da base da fachada e mediram o
angulo, obtendo 30° conforme mostra figura abaixo.
Se a luneta do teodolito estd a 1,70 m do solo, qual &,

aproximadamente, a altura da fachada da Biblioteca
Central da PUC?

Dados (sen 30° =0,5, cos 30° =0,87 e tg 30° =0,58)

a) 518 m.
b) 4,70 m.
c) 522m.
d) 511m.
e) 515 m.

03) (Modelo Enem) Em uma aula pratica, um professor do
curso técnico de edificagdes do campus Floriandpolis
do IFSC, pede para que seus alunos determinem a
altura de um poste que fica nas instalagdes da
instituicdo, porém hd uma impossibilidade para se
chegar tanto ao topo do poste, bem como sua base.
Para realizar tal medida, sdo disponibilizados para os
alunos uma trena (fita métrica) e um teodolito. E
realizado o seguinte procedimento: primeiro crava-se
uma estaca no ponto A a X metros da base do poste
e mede-se o angulo formado entre o topo do poste e o
solo, que é de 60° (sessenta graus); em seguida,
afastando-se 10m (dez metros) em linha reta do

ponto A e cravando uma nova estaca no ponto B,
mede-se novamente o angulo entre o topo do poste e
o solo, que é de 30° (trinta graus).

A partir do procedimento descrito e da figura abaixo, é
CORRETO afirmar que a altura do poste é de
aproximadamente:

RICARDINHOMATEMATICAX.COM.BR
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30° 60°
Bt 10m 1A} X

Interbits®

Dados: sen30° =0,5; cos30° =0,86; tg30° = 0,58
sen60° = 0,86; cos60° =0,5; tg60° =1,73

a) 8,65m

b) 5m

c) 6,65m

d) 7,65m

e) 4m

04) (ENEM ) Um baldo atmosférico, lancado em Bauru (343
quilébmetros a Noroeste de S3do Paulo), na noite do
ultimo domingo, caiu nesta segunda-feira em Cuiabd
Paulista, na regido de Presidente Prudente, assustando
agricultores da regido. O artefato faz parte do
programa Projeto Hibiscus, desenvolvido por Brasil,
Franca, Argentina, Inglaterra e Italia, para a medicdo do
comportamento da camada de o0z6nio, e sua descida se
deu apds o cumprimento do tempo previsto de
medicdo.

Balao

0 60" 30°

1,8 km A 3,7 km B

Qual a altura aproximada em que se encontrava o
baldo?

a) 1,8km
b) 1,9km
c) 3,1km
d) 3,7km
e) 5,5km

05) (Modelo Enem) Os alunos pré-egressos do campus
Jaboatdo dos Guararapes resolveram ir até a Lagoa Azul
para celebrar a conclusao dos cursos. Raissa, uma das
participantes do evento, ficou curiosa pra descobrir a
altura do paredao rochoso que envolve a lagoa. Entdo
pegou em sua mochila um transferidor e estimou o
angulo no ponto A, na margem onde estava, e, apds
nadar, aproximadamente, 70 metros em linha retaem
direcdo ao pared3o, estimou o dngulo no ponto B,
conforme mostra a figura a seguir:

Paredao

Margem 17° 270 90°
A B

Interbits®

De acordo com os dados coletados por Raissa, qual a
altura do paredado rochoso da Lagoa Azul?

Dados: sen (17°) = 0,29, tan (17°) = 0,30,
cos (27°) =0,89 e tan (27°) =0,51.

a) 50 metros.
b) 51 metros.
c) 89 metros.
d) 70 metros.
e) 29 metros

06) (Modelo Enem) Analise a figura a seguir.

A questdo da acessibilidade nas cidades é um desafio
para o poder publico. A fim de implementar as politicas
inclusivas, a Associa¢do Brasileira de Normas Técnicas
(ABNT) criou normas para acessibilidade arquitetonica
e urbanistica. Entre elas estdo as de construcdo de
rampas de acesso, cuja inclinagdo com o plano
horizontal deve variar de 5% a 8,33%. Uma inclinacao
de 5% significa que, para cada metro percorrido na
horizontal, a rampa sobe 0,05 m. Recorrentemente, os
acessos por rampas n3do respeitam essas normas,

RICARDINHOMATEMATICAX.COM.BR
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gerando percursos longos em inclinagGes exageradas.
Conforme a figura, observou-se uma rampa de acesso,
com altura de 1 metro e comprimento da rampa igual a
2 metros.

Se essa rampa fosse construida seguindo as normas da
ABNT, com inclinagdo de 5%, assinale a alternativa que
apresenta, corretamente, a diferenga de comprimento
dessas rampas, em metros.

a)5
b) 20
c) 2+i
20
d) /401-2
e) 4,01+i
20

07) ( ENEM ) As torres Puerta de Europa sdo duas torres
inclinadas uma contra a outra, construidas numa
avenida de Madri, na Espanha. A inclina¢do das torres
é de 15° com a vertical e elas tém, cada uma, uma
altura de 114 m (a altura é indicada na figura como o

segmento AB). Estas torres sdo um bom exemplo de

um prisma obliquo de base quadrada e uma delas pode
ser observada na imagem.

Isponivel em: www.tlickr.com.
Acesso em: 27 mar. 2012

Utilizando 0,26 como valor aproximado para tangente

de 15° e duas casas decimais nas operacdes, descobre-
se que a area da base desse prédio ocupa na avenida
um espago

a) menor que 100 m?.

b) entre 100 m? e 300 M.
c) entre 300 m? e 500 m°.
d) entre 500 m? e 700 M

e) maior que 700 m?.

08) ( ENEM ) Para determinar a distancia de um barco até
a praia, um navegante utilizou o seguinte
procedimento: a partir de um ponto A, mediu o angulo
visual a fazendo mira em um ponto fixo P da praia.
Mantendo o barco no mesmo sentido, ele seguiu até
um ponto B de modo que fosse possivel ver o mesmo
ponto P da praia, no entanto sob um angulo visual 2o

A figura ilustra essa situagdo:
P

Interbits®

Trajetéria do barco
>
A B

Suponha que o navegante tenha medido o angulo
a = 30° e, ao chegar ao ponto B, verificou que o barco
havia percorrido a distdncia AB =2000 m. Com base
nesses dados e mantendo a mesma trajetdria, a menor
distancia do barco até o ponto fixo P sera

a) 1000 m.
b) 1000+/3 m.

N

c) 2000—3m .
3

d) 2000 m.
e) 2000v/3 m .

09) (ENEM ) Ao morrer, o pai de Jodo, Pedro e José deixou
como heranga um terreno retangular de 3 kmx2 km

gue contém uma area de extragao de ouro delimitada
por um quarto de circulo de raio 1km a partir do canto

inferior esquerdo da propriedade. Dado o maior valor
da area de extragdo de ouro, os irmaos acordaram em
repartir a propriedade de modo que cada um ficasse
com a terga parte da drea de extragdo, conforme
mostra a figura.

3 km

Interbits®

Joao
Pedro
2 km

1 km José

1 km
Em relagdo a partilha proposta, constata-se que a
porcentagem da area do terreno que coube a Jodo
corresponde, aproximadamente, a
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Considere: g =0,58.

a) 50%.
b) 43%.
c) 37%.
d) 33%.
e) 19%.

10) ( ENEM ) A famosa Torre de Pisa, localizada na Italia,

assim como muitos outros prédios, por motivos
adversos, sofrem inclinagdes durante ou apds suas
construgoes.
Um prédio, quando construido, dispunha-se
verticalmente e tinha 60 metros de altura. Ele sofreu
uma inclinagdo de um angulo Q, e a projecdo ortogonal
de sua fachada lateral sobre o solo tem largura
medindo 180 metro, conforme mostra a figura.

1,80 m

O valor do angulo de inclinagdo pode ser determinado
fazendo-se o uso de uma tabela como a apresentada.

Angulo a
g(Grau) seno

0,0 0,0
10 0,017
15 0,026
18 0,031
20 0,034
3,0 0,052

Uma estimativa para o angulo de inclinagdo o, quando
dado em grau, é tal que

a) 0<a<10

b) 10<a <15

c)15<a<18

d)18<a<20

e) 20<a <30

GABARITO — AULA 29
1)c 2)a 3)a 4)c 5) b

6)d 7)e 8)b 9)e 10)c
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AULA 30

TRIGONOMETRIA NO TRIANGULO QUALQUER

CLIQUE NO LINK ABAIXO E ASSISTA A ViDEO AULA

1. Teorema dos Senos

Num triangulo qualquer, os lados sdo proporcionais aos
senos dos angulos opostos. A razdao de proporgao é o
diametro da circunferéncia circunscrita ao triangulo.

a b c
— = — = — =2R
senA senB senC

Perceba que A = D (ambos sdo angulos inscritos na
circunferéncia relativos ao arco BC.
. a a
Logo: sen A=— — -
2R senA

=2R

RICARDINHOMATEMATICAX.COM.BR


https://youtu.be/mXDxp4vyhts

Professor @m relindu

Procedendo de forma andloga para os demais lados e
angulos, teremos:

a b C

senA senB senC

=2R

EXERCICIO RESOLVIDO

No triangulo ABC sdo dados:

A=45° C=75°eAC= 8+/3 . Calcular:

a) oladoBC
b) o raio da circunferéncia circunscrita
Resolugdo:
c
8V3 75° «
A 45 5

a)A+B+ C =180°= B=60°

Pelo teorema dos senos, vem:

X 8\/3 X
| e
V2

sen45°
2

sen60°

~l5lE

= \J3.x = 8\/5\/5
SX = 8\/5

b)
82
—=2R= =
senA sen45°
8+/2
— =2R=8.2=2R
V2
2
..R=8
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2. Teorema dos Cossenos

Num triangulo qualquer, o quadrado da medida de um lado
é igual a soma dos quadrados das medidas dos outros dois
lados, menos duas vezes o produto das medidas destes
lados pelo cosseno do angulo formado por eles.

B 7 C
a2=b%+c2-2.b.c. cos Al
‘b2=az+c2—2.a.c.cosé
‘c2=a2+b2—2.a.b.cos é‘

Demonstragao

L~ X ~
1) cosA= — — x=c.cosA
c

2)c?=h’+x>—> X¥=c?-h?—>h?=c?-x?
3)a?=h2+(b—x)?
a’?=c?—x?+b?-2bx+x?
a?=b?+c?-2bx
Logo: a?=b2+c2-2.b.c.cosA

Procedendo de forma andloga para os demais angulos,
chegaremos as expressoes:

b>=a?+c?>-2.a.c.cos B
c?=a’+b?-2.a.b.cos C

RICARDINHOMATEMATICAX.COM.BR
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EXERCiCIO RESOLVIDO Triangulo Obtusangulo

Calcule o lado x no triangulo abaixo:

a
A c
o

60° 2

c b
Nesse caso, a > 90°. Logo cos a < 0.
B X C —2b.c.cos o >0 Somando b? + c2 aos dois membros, vem:
Resolucdio b2+ c>-2b.c.cos o >0+ b? + 2
¢ a?> b +c?

Aplicando o teorema dos cossenos, vem:

aZ=b2+c2-2.b.c.cos A Em resumo, temos:
x?>=82+52-2.8.5. cos 60° Sejam a, b e ¢ lados de um tridngulo e
x2 =64 +25-280.(1/2) considerando a, o lado maior temos:
x*=89-40
x?=49 e d’<b’+c? & tridngulo acutdngulo
sox=T e a?=b%+c? & tridngulo reténgulo
e a’>b?+c? & tridngulo obtusdngulo

3. Classificacao dos Triangulos
IMPORTANTE:

Com o auxilio do Teorema dos Cossenos, a partir dos
valores dos valores lados a, b, ¢ podemos classificar os
triangulos em acutangulo (3 angulos agudos), retangulo (1
angulo reto) ou obtusangulo (1 dngulo obtuso). Considere
para isso, o valor da medida do lado a como a medida do
maior lado. Acompanhe:

Para o + 3 = 180°, temos:

|sen(x=sen[3 e cosf3=—cosq

Exemplos:

i A 1
Tridangulo Acutangulo sen 150° = sen 30° = —

2

. V2
c cos 135°=—cos 45° = — —
2

b

Nesse caso, a < 90°. Logo cos a > 0.
—2b.c.cos <0 Somando b? + c? aos dois membros, vem:
b? +c?>~2b.c.cos o< 0+ b? +c?

a’<b?+c?

Triangulo Retangulo

b
Nesse caso, o =90°. Logo cos a = 0.
a’=b?+c?-2b.c. cos a
a’=b?+c?-2b.c. (0)

a?=p2+c2

A
(e 11
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01) (Modelo Enem) Deseja-se medir a distancia entre duas
cidades B e C sobre um mapa, sem escala. Sabe-se que
AB = 60km e AC = 110km, onde A é uma cidade
conhecida, como mostra a figura a seguir. Assim, a
distancia aproximada entre B e C, em km, é:
B

[
A

a) 90km
b) 100,2 km
c) 95,4 km
d) 48,9 km
e) 84 km

02) (Modelo Enem) O grupo de alunos participara de uma
trilha em uma reserva ecoldgica. A equipe devera sair
do ponto A e chegar até o ponto C, conforme a figura.
Como o percurso ndo podera ser feito diretamente, os
alunos deverdo sair de A e passar por B para, depois,
chegar a C. Com isso, a distancia, em km, a ser
percorrida pelos estudantes é igual a

a)\5+2
b)2v6 + 2
0)2(/2 +1)
d)2(/2 +6)

[+
e)?2 —+1
3

RICARDINHOMATEMATICAX.COM.BR
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03) (Modelo Enem) Um professor de geografia forneceu a

seus alunos um mapa do estado de S3ao Paulo, que
informava que as distancias aproximadas em linha
reta entre os pontos que representam as cidades de
Sdo Paulo e Campinas e entre os pontos que
representam as cidades de S3o Paulo e Guaratinguetd
eram, respectivamente, 80km e 160km. Um dos
alunos observou, entdo, que as distancias em linha
reta entre os pontos que representam as cidades de
Sdo Paulo, Campinas e Sorocaba formavam um
triangulo equilatero. J& um outro aluno notou que as
distancias em linha reta entre os pontos que
representam as cidades de Sao Paulo, Guaratinguetd e
Campinas formavam um tridngulo retangulo,
conforme mostra o mapa.

SP Campinas

Sé&o Paulo

=

Interbits®

Com essas informagdes, os alunos determinaram que
a distdncia em linha reta entre os pontos que
representam as cidades de Guaratingueta e Sorocaba,
em km, é proxima de

a) 80-42+5-43
b) 80-y/5+2-4/3
c) 80-/6

d) 80-\5+3-2
e) 80173

04) (Modelo Enem) A figura a seguir apresenta o delta do

rio Jacui, situado na regido metropolitana de Porto
Alegre. Nele se encontra o parque estadual Delta do
Jacui, importante parque de preservacdo ambiental.
Sua proximidade com a regido metropolitana torna-o
suscetivel aos impactos ambientais causados pela
atividade humana.

Hitp: Smaps google com by

A distancia do ponto B ao ponto C é de 8 km, o angulo

A mede 45° e 0 angulo C mede 75°. Uma maneira de
estimar quanto do Delta do Jacui esta sob influéncia
do meio urbano é dada pela distancia do ponto A ao
ponto C. Essa distancia, em km, é

8.6
a) ——
3

b) 46

c) 8\/5 + \/§
d) 8(v/2 ++/3)
e) &

3

05) (Modelo Enem) O reldgio que esta na torre do Big Ben
foi construido com o ponteiro grande medindo 4,7

metros e o ponteiro pequeno medindo 2,7 metros.
Exatamente as 2 horas, a distancia entre as pontas,
gue marcam o tempo, dos dois ponteiros é de,
aproximadamente,

a) 50m.
b) 4,6 m.
c) 4,4m.
d) 3,8m.
e) 4,1m.

=\ "
@m 13
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06) ( ENEM ) Uma desenhista projetista devera desenhar
uma tampa de panela em forma circular. Para realizar
esse desenho, ela dispde, no momento, de apenas um
compasso, cujo comprimento das hastes é de 10 cm,
um transferidor e uma folha de papel com um plano
cartesiano. Para esbogar o desenho dessa tampa, ela
afastou as hastes do compasso de forma que o angulo
formado por elas fosse de 120°. A ponta seca esta
representada pelo ponto C, a ponta do grafite est3
representada pelo ponto B e a cabeca do compasso
estd representada pelo ponto A conforme a figura.

Interbits®

\ 4

Ap0s concluir o desenho, ela o encaminha para o setor
de producdo. Ao receber o desenho com a indicagdo
do raio da tampa, verificard em qual intervalo este se
encontra e decidira o tipo de material a ser utilizado
na sua fabricacao, de acordo com os dados.

Tipo de material | Intervalo de valores de raio (cm)
I 0<R<5

I 5<R<10

Il 10<R<15

\Y 15<R<21

\% 21<R <40

Considere 17 como aproximagdo para \/§

O tipo de material a ser utilizado pelo setor de
producdo serd

a) l.

b) II.

c) Il

d) IV.

e) V.

\V 4

i
Mﬂﬂﬁf\

07) (Modelo Enem) Dois navios deixam um porto ao
mesmo tempo. O primeiro viaja a uma velocidade de
16 km/h em um curso de 45° em relagdo ao norte, no
sentido horario. O segundo viaja a uma velocidade 6
km/h em um curso de 105° em relagdo ao norte,
também no sentido horario. Apds uma hora de
viagem, a que distancia se encontrardo separados os
navios, supondo que eles tenham mantido o mesmo
curso e velocidade desde que deixaram o porto?

a) 10 km.
b) 14 km.
c) 15 km.
d) 17 km.
e) 22 km.

08) (Modelo Enem) No dia 11 de margo de 2011, o Japdo
foi sacudido por terremoto com intensidade de 8,9 na
Escala Richter, com o epicentro no Oceano Pacifico, a
360 km de Toquio, seguido de tsunami.

A cidade de Sendai, a 320 km a nordeste de Téquio, foi
atingida pela primeira onda do tsunami apds 13
minutos.

N
A

>

Interbits®

Mar do Japao Epicentro

Oceano
Pacico

Baseando-se nos dados fornecidos e sabendo que
cosa = 0,934, onde o é o angulo Epicentro-Téquio-

Sendai, e que 28 .32 -93,4 =215 100, a velocidade
média, em km/h, com que a 12 onda do tsunami
atingiu até a cidade de Sendai foi de:

a) 10.
b) 50.
¢) 100.
d) 250.
e) 600.

GABARITO — AULA 30

1)c 2)c 3)b a)b
6)d 7)b 8)e
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VIDEO AULA 31

CIRCUNFERENCIA TRIGONOMETRICA

CLIQUE NO LINK ABAIXO E ASSISTA A VIDEO AULA

OF7# 10

CIRCUNFERENCIA TRIGONOMETRICA

1. Arcos e angulos

Arco de circunferéncia

Arco de uma circunferéncia é cada uma das partes que fica
dividida uma circunferéncia por dois quaisquer de seus
pontos.

e
Indicaremos o arco de extremidades M e N por MM

Quando os pontos M e N coincidem, dizemos que eles
determinam um arco nulo ou um arco de uma volta.

2. Unidades de Medida

Para medir arcos e angulos usaremos duas unidades de
medidas usuais:

e Grau: Se dividirmos uma circunferéncia em 360 partes
congruentes, cada uma dessas partes é um arco de
medida um grau (1°)

S it
— - — MKTE
7\

@z_r .

1 a . .
1°= %da circunferéncia queo contém

e Radiano: Um arco mede um radiano (1 rad) se o seu
comprimento for igual ao raio da circunferéncia onde
estd contido.

MN —r
MN =1 rad

3. Conversao de unidades

O comprimento de uma circunferéncia é dado por:

C=2.1w.r

Comor=1rad, segueque:C=2.w.1
Logo, podemos dizer que uma circunferéncia mede
2z rad.

Dessa forma, temos a seguinte relagdo:

360° <> 21 rad
Ou ainda:
180° <> mrad
Grau 0° 90° 180° 270° 360°
Radiano | 0 T T AT 2
2 2

15
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Acompanhe os exemplos abaixo:
1) Determinar, em radianos, a medida do arco 120°

Resolugdo:
180° <> m rad

120° <> x rad
120°.n
X =
180°

2
X :—nrad
3

5n
2) Determinar, em graus, a medida do arco — rad.

Resolugdo:
5t 5.180° 3
AT
3

4. Comprimento de um arco de
circunferéncia
P
Seja o rad a medida de um arco MN  sobre uma
i

circunferéncia de raio R e /o comprimento do arco MN
podemos estabelecer a seguinte relagdo:

Comprimento  AnguloemRadianos
21
a

2nmn

©
/ <~

)
I
I

Calcular o é determinar o nimero de vezes que R cabe em
l.

5. Circunferéncia Trigonométrica

Denomina-se circunferéncia trigonométrica a
circunferéncia de raio unitario, com centro na origem de

\V 4

i
MMEMA,V A

um sistema cartesiano. Adota-se por convengdo o sentido
anti-hordrio como sentido positivo de orientagdo dos
arcos, e o sentido horario como sentido negativo de
orientagdo dos arcos.

Perceba  que os eixos coordenados dividem a
circunferéncia em quatro partes, que a partir de agora,
chamaremos de quadrantes.

LA

N

90°
1

2% quadrante | 1¥ quadrante

w1

180°
3° quadrante | 4° quadrante

N

3n|270°
2

oo
360° 2 X

6. Arcos Congruos

Dois ou mais arcos sao congruos quando a diferenga entre
seus valores é um multiplo de 360° ou 27 rad.
Exemplo: 1) 30°,390°, 750°, 1110°..........

Observe que:

30° = 30°+360°.0
390°= 30°+360°.1
750° = 30° +360°. 2

3

1110° =30° + 360° .

x =30°+360°.k kez

Veja que esses arcos possuem a mesma extremidade e
diferem apenas no nuimero de voltas. A expressdo
, comk € Z, é denominada expressao geral
do arco de 30°, onde 30° é a primeira determinagdo
positiva.

RICARDINHOMATEMATICAX.COM.BR
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De um modo geral, temos:

e Se um arco mede a graus, temos:

P
MN = ¢

V]

P
MN = o+ 360°

yh

~

e
MN = o+ 2.360°

/e

F 3

y

S

A expressao geral dos arcos congruos a ele é dada por:
o+ k.360°, comk e Z

e Se um arco mede o radianos, a expressao geral dos
arcos congruos a ele é dada por:

|a+h2mcmnkeﬂ

Acompanhe os exemplos resolvidos abaixo:

1) Sendo |o. = 30° + 360.k|, k € Z, temos:

e Parak=-1(12 determinagdo negativa)

o =30° +360.( 1) >

\V 4

i
Am%g\

e Parak=-2(22 determinagdo negativa)

o = 30° + 360.(-2) -

e Parak=0 (12 determinagdo positiva)

a = 30° + 360.(0) >

e Parak=1 (22 determinagdo positiva)

a = 30° +360.(1) >

e Parak=2 (32 determinagdo positiva)

a=30° +360.(2) -

n
2) Sendo |& = Z +k.21| k € Z, temos:

e Parak=-1 (12 determinagdo negativa)

T m
a=—+(D2n —» |[a=-—
4 4

e Parak=-2 (22 determinacdo negativa)

|8 151
a=—+(-2).2n — |a=-——
4 4

e Parak=0 (12 determinagdo positiva)

T s
a=—+(0)2n - |a=—
4

e Parak=1 (22 determinacdo positiva)

TU In
a=—+(D.2n —» |a=—
4 4

e Parak=2 (22 determinacdo positiva)

T 17

a=—+(2).2n —» |a=——
4 4

3) Determinar a primeira determinagdo positva dos

seguintes arcos:

25n
a) 1320° b) —
3

Resolugdo:
a)

1320° | 360°

240° 3

~—

17
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1320°= 240° +360.3
——

- N
12 determinagdo 2 voltas
postiva

Logo, a primeira determinagdo positiva é 240°

b)
25m 24n @
_— 4 —
3 3 3
2571 m
—= — + 8n
3 3 -
- 4 voltas

l2determinagio

positiva

7. Arcos Simétricos

Um arco de medida x no 1° quadrante possui simétricos
nos demais quadrantes. A medida de cada arco simétrico
de x nos demais quadrantes, em graus ou radianos, é:

Simétrico de x no 2° quadrante = 180° — x (ou 1 — x).
Simétrico de x no 3° quadrante = 180° + x (ou T + X).
Simétrico de x no 4° quadrante = 360° — x (ou 27 — Xx).

180° + x 360°-x
(ou T+x) (ou 2w —X)

\V 4

i
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01) (Fixando contetido) Um arco de 200° equivale em

radianos a:
21

a) —
3

b) 2=
2

c) 4n

g Lo
9

e) eon

7
02) (Fixando contetido) O arco de medida de Tn rad tem

sua extremidade pertencente ao:
a) 492 Quadrante
b) 32 Quadrante
c) 292 Quadrante
d) 12 Quadrante

03) (Fixando conteudo) Determine o menor angulo
formado pelos ponteiros de um reldgio as 9h 10min.

W et 2

£

04) (Modelo Enem) Nossa época, marcada pela luz
elétrica, por estabelecimentos comerciais abertos 24
horas e prazos apertados de trabalho, que muitas
vezes exigem o sacrificio dos periodos de sono, pode
muito bem ser considerada a era do bocejo. Estamos
dormindo menos. A ciéncia mostra que isso contribui
para a ocorréncia de males como diabete, depressdo e
obesidade. Por exemplo, quem ndo segue a
recomendac¢do de dormir, no minimo, 8 horas por
noite tem 73% mais risco de se tornar obeso. Uma
pessoa que durma a zero hora e siga a recomendacdo
do texto acima, quantoao  numero minimo de horas
diarias de sono, acordara as 8 horas da manh3. O
ponteiro das horas, que mede 6 cm de comprimento,
do despertador dessa pessoa, tera descrito, durante
seu periodo de sono, um arco de circunferéncia com
comprimento igual a

a) 6mcm
b) 32mcm
c) 36mcm
d) 8mcm
e) 18mtcm

05) (Enem) Nos X-Games Brasil, em maio de 2004, o
skatista brasileiro  Sandro Dias, apelidado
“mineirinho”, conseguiu realizar a manobra
denominada “900”, na modalidade skate vertical,
tornando-se o segundo atleta no mundo a conseguir
esse feito. A denominagdo “900” refere-se ao nimero
de graus que o atleta gira no ar em torno de seu
préprio corpo, que no caso, corresponde a

a) uma volta completa

b) uma volta e meia

c) duas voltas completas
d) duas voltas e meia

e) cinco voltas completas

06) (Modelo Enem) O reldgio Tower Clock, localizado em
Londres, Inglaterra, é muito conhecido pela sua
precisdo e tamanho. O angulo interno formado entre
os ponteiros das horas e dos minutos deste reldgio,
desprezando suas larguras, as 15 horas e 20 minutos
é:

T
a)—
12

T
b) —
36

T
c)—
6

T
d)—
18

e)Z

07) (Modelo Enem) Em 20 de fevereiro de 2011 ocorreu a
grande erupgdo do vulcdo Bulusan nas Filipinas. A sua
localizagdo geografica no globo terrestre é dada pelo
GPS (sigla em inglés para Sistema de Posicionamento
Global) com longitude de 124° 3’ 0” a leste do
Meridiano de Greenwich.

Dado: 1° equivale a 60’ e 1’ equivale a 60”.

A representacdo angular da localizagdo do vulcdo com
relacdo a sua longitude na forma decimal é

a) 124,02°.
b) 124,05°.
c) 124,20°.
d) 124,30°.
e) 124,50°.

G
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D Sl L VA NN
4 N - LT /~ N VE
// L7 N 5 ~</ O N
// 7 //K\ Eu S 7~\\ \\ \\
&« s - S N \ \
/ 7 //\'\ ”4____\ /A\\ NN
7/\\A/ // //\\/ 3 \//\\ \\ \\ e :
08) (Modelo Enem ) Um disco de raio 1 gira ao longo de K l)‘\/ TN N B\\’/\ \
. ~ e 7N 7\ N d \
uma reta coordenada da direcdo positiva, como N 7’\</ /\,\’—-~,<’\ \k)\ N \
. . ! / / - \
representado na figura abaixo. ! - e /\/\g“/( XN \ I
| 1 1 N \ \ | 1 X
P ' ' 1 Il L [N 24 f 1 >
6, 5! -41 31 -2 -1 OP>1 2 3 14 5 |6
v [N B P
v\ NSNS
* \\ \ v \ /\\__,'(\ // \;1\ / // /
3 NS N2 s < F /
v \\ N S~ __//\’\ NG //
T T T T T —> \e TN R -3 > , W
3 4 5 6 7 8 NN N A R A YN
N N 58 -4 < 4 /
AN NN N // S~ L-—-- NP // //
. Lo . \ N N~ 5 NG pd V.
Considerando-se que o ponto P esta inicialmente na DN TN L P
i j \ \\ /‘(\ S - \/ // //
origem, a coordenada de P, apds 10 voltas completas, S = -6 -

estara entre
Suponha que os objetos se desloquem apenas pelas

a) 60e62 semirretas e pelas circunferéncias dessa malha, ndo
b) 62e64 podendo passar pela origem (0; 0).

c) 64e66 Considere o valor de T com aproximagao de, pelo
d) 66e68 menos, uma casa decimal.

e) 68e70 Para realizar o percurso mais curto possivel ao longo da

malha, do ponto B até o ponto A, um objeto deve

09) (Modelo Enem ) No ultimo pleito, o horario de percorrer uma distancia igual a
encerramento das votagdes, segundo determinagdo
do TSE para todo o estado Do Rio Grande do Sul, foi as 2.1 1
17 horas. Passados 5 minutos do encerramento, o a) 3 +8
menor angulo entre os ponteiros do reldgio era de
2-m-2
b) +6
a) 123° 3
b)122°30 c)2-1‘[-3+4
c) 122 3
d) 120° 30’ 2. 1.4
e) 120° d) Yy o 2
10) (Enem) Sobre um sistema cartesiano considera-se uma e) 2 13T S +2

malha formada por circunferéncias de raios com
medidas dadas por numeros naturais e por 12
semirretas com extremidades na origem, separadas por

i
angulos de Erad, conforme a figura.

GABARITO - AULA 31

1)d 2)a 3)145°  4)d 5)d 6)e
8)b 9)b 10) a

RICARDINHOMATEMATICAX.COM.BR




Professor @m relindu

VIDEO AULA 32 e 33

SENO E COSSENO NO CICLO TRIGONOMETRICO

CLIQUE NO LINK ABAIXO E ASSISTA A VIDEO AULA

AULA 32

o

o

1. Definigoes

Considere a circunferéncia trigonométrica abaixo, no qual

A é a origem dos arcos trigonométricos. A cada a € R

corresponde um ponto P (a, b) da circunferéncia de modo
Pt

que o arco AP .

Ya

O numero real g, abscissa de P, € denominado cosseno de
o e o numero real b, ordenada de P, é denominado seno
de a.

a =cos O
b=senaq

SN Y
: MKTEM, Il A

Observe que seno e cosseno sdo no maximo iguaisa 1 e no
minimo iguais a — 1. Sendo assim, sen o e cos a. variam no
intervalode—1a 1.

l—lSCOS(xSl e —1Ssen(x§1|

2. Seno e cosseno de alguns arcos

ARCOS EXTREMOS — PONTOS DOS EIXOS (A, B, C, D)

[N

90°

B(0, 1)

T 0" a
180"\ 360° 27 X c[-1,0)] A1, 0)
T

\ \

3n|270°
2 D{0, -1)

Como ja vimos, cosseno do arco é a abscissa do ponto e o
seno do arco é a ordenada do ponto. Fazendo as
associagdes, temos:

cos0° =cos0 =1
Ponto A:
sen0° =sen0 =0
co0s90° = cosE =0
Ponto B: 2
sen90° = senE 2l
c0s180° = cosm = -1
Ponto C:
sen180°=senm =0
€0s270° = cosa—n =0
Ponto D: 32
sen270° = sen 7“ =-1
Em sintese:
a em graus 0° | 90° | 180° | 270° | 360°
a em radianos 0 Tt n 31 2n
2 2
cos o 110 -1 0 1
sen o 0 |1 0 -1
Sabemos ainda que:
o em graus 30° | 45° | 60°
o em radianos s s i
6 4 3
cos o \/g \/E 1
2 2 2
sen o 1 N NG
2 2 2

21
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» cosseno

3r
2

3. Arcos Simétricos

Com o auxilio da simetria de arcos ja vistas na aula anterior,
é possivel obter, através dos principais arcos, os cossenos
e senos de arcos dos demais quadrantes.

e 22 quadrante

cos(180° —x) = —cosx
sen(180° —x)° =senx

{cos(n —X) =—cosx

sen(m—x) =senx
Exemplos:

V3

c0s150° =—-c0s30°=—

V2

sen135° =sen45° =

€0s(180° +x) = —cosx
sen(180° + x)° = —senx

e

{cos(n +X) = —COS X

sen(m+x) =—senx

Exemplos:

V3

c0s210° =—cos30°=———

V2

sen225°=—sen45°=——

e 42 quadrante
A

c0s(360° —x) =cosx
sen(360° —x)° = —senx

\V 4
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cos(2m—x) =cosx
sen(2m —x) = —senx

Exemplos:

2

€0s315° =cos45° = 7

sen300° =—sen60° = —

NI

4. Equagoes Trigonométricas

Equacgbes Trigonométricas sdo aquelas na qual a incdgnia
faz parte do arco de alguma fungdo trigonométrica.
Sdo exemplos de equagGes trigonométricas:

1)senx=1 2) 2cos?x +3cosx-2=0

N3o é possivel estabelecer um método para resolver todas
equagoes trigonométricas, pois existe uma infinidade, para
isso apresentaremos alguns tipos basicos.

4.1. Equagoes da forma sen x =m

Resolver equagBes da forma sen x =m (- 1 <m < 1) significa
definir os valores de x cujo seno seja igual ao valor de m.
Acompanhe o exemplo abaixo:

V2

Resolver a equagao sen x = T

Resolugdo:

Observe que os pontos A e B sdo extremidades dos arcos

V2

cujos senos sao iguais a 7 .

AT
4

EA 4

\V 4
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No intervalo 0 < x < 27 a equagdo possui duas solugdes:

T 3n
X=— o0oux=—.

A solugdo geral, caso o enunciado ndo fornega o intervalo
dado é:

s 3n
S=4xeR|x=—+k2noux=—+k2n. keZ
4 4

4.2. Equagoes da forma cos x=m

Resolver equagdes da forma cos x=m (—1<m < 1) significa
definir os valores de x cujo cosseno seja igual ao valor de
m. Acompanhe o exemplo abaixo:

V2

Resolver a equagdo cos x = T

Resolucdo:

Observe que os pontos A e B sdo extremidades dos arcos

V2

CUjos cossenos sao iguais a 7 .

YA

No intervalo 0 < x < 27 a equacdo possui duas solugdes:

I mn
X=—oux=—.

4

A solugédo geral, caso o enunciado ndo fornega o intervalo
dado é:

T
S={xeR|x=i—+k.2n.keZ}
4

Tt m .
Observe que Z e— T sao arcos congruos.

23
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5. Relacao Fundamental da

Trigonometria

Seja a, na circunferéncia trigonométrica, a medida de um

arco trigonométrico com extremidade no ponto P
F 3

sena

Aplicando o teorema de Pitagoras no tridngulo retangulo
OPQ, obtem-se:

sen’a+cos’a =1

A relagdo vista também vale para arcos com extremidades
fora do primeiro quadrante.

sen®140° + cos® 140° = 1
sen2 240° + cos2 240° =

Entdo:

Vale lembrar que:

|Sea+[3=90°—> sena=cos[3|

Logo:
2 2
sen 40° +sen"50° =1

c0s’1°+cos°89° = 1

Exercicio Resolvido

t
Se — <X < T esenx= —, calcular cos x.
2 13

Resolugdo:
Usando a relagdo fundamental sen’a + cos’a =1, temos:

2
12
=] +cos’x=1
13

144
169

cos’x=1-

) 25
COS'X=———>COSX ==

13

1
Como — < X < T, temos:
2

5
COSX = ——
13

TMA%\Z{
MATE
7\

01) (Fixando contetido) Determine o valor de
a) senl120°

b) sen240°
c) sen315°
d) cos120°
e) cos240°
f)  cos315°

02) (Fixando contetido) Resolver, no intervalo 0 < x < 27,
as seguintes equacdes:
a) senx=1
b) cosx=0

1
c) senx=-——
2

d) cosx= ﬁ

2
e) sen?x—3senx—4=0
f) 2cos’x =-3sen x

g)1—cos’x+senx=0

1
03) (Fixando contetido) Se cos oo = —— e o € um angulo
4

do terceiro quadrante, entdo, o valor de sen a é igual

o T
4

)7 d)— )7
4

04) (Modelo Enem) Para representar os harmonicos
emitidos pelos sons dos instrumentos da orquestra,
usam-se func¢des trigonométricas. A expressao
2sen?x + 2cos? x — 5 envolve estas fun¢des e, para

3 i
mT<X< —,seuvaloré:
2

a) -7
b) -3
c -1
d) 2n-5
e) 3mn-5

RICARDINHOMATEMATICAX.COM.BR
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05) (Modelo Enem) A figura abaixo representa uma
circunferéncia trigonométrica em que MN é diametro

A 5n .
e oangulo a mede Y radianos.

_/N .
A razdo entre as medidas dos segmentos AB e AC é
a) 2643. b) V3. ¢ g d) ? e)1
06) (Enem) Raios de luz solar estdo atingindo a superficie
de um lago formando um angulo x com a sua superficie,
conforme indica a figura. Em determinadas condicGes,
pode-se supor que a intensidade luminosa desses raios,
na superficie do lago, seja dada aproximadamente por
I(x) =k -sen(x) sendo k uma constante, e supondo-se

VAY
R

que X esta entre 0° e 90°.

Quando x = 30° a intensidade luminosa se reduz a qual
percentual de seu valor maximo?
a)33% b)50% c)57% d)70% e)86%

07) (Enem) Um satélite de telecomunicagGes, t minutos
apos ter atingido sua orbita, esta a r quilometros
de distancia do centro da Terra. Quando r assume
seus valores maximo e minimo, diz-se que o satélite
atingiu o apogeu e o perigeu, respectivamente.
Suponha que, para esse satélite, o valor de r em

5865

1+ 0,15.cos(0,06t)

Um cientista monitora o movimento desse satélite
para controlar o seu afastamento do centro da Terra.
Para isso, ele precisa calcular a soma dos valores de
r, no apogeu e no perigeu, representada porS. O
cientista deveria concluir que, periodicamente, S
atinge o valor de

fungdo de t seja dado por r(t) =

a) 12765km.
b) 12000 km.
c) 11730km.
d) 10965 km.
e) 5865km.

08) (Enem) Um grupo de engenheiros esta projetando um
motor cujo esquema de deslocamento vertical do
pistdo dentro da camara de combustdo esta
representado na figura.

Interbits®

Camara de
combustéo

Camara de
combustéo

T

Pistdo

)

instante t =0 instante t # 0

t
Afuncdo h(t) =4 +4sen [% —gj definida para t =0

descreve como varia a altura N, medida em
centimetro, da parte superior do pistdo dentro da
cadmara de combustdo, em fun¢do do tempo f, medido
em segundo. Nas figuras estdo indicadas as alturas do
pistdo em dois instantes distintos.

O valor do parametro f3, que é dado por um nimero
inteiro positivo, esta relacionado com a velocidade de
deslocamento do pistdo. Para que o motor tenha uma
boa poténcia, é necessario e suficiente que, em menos
de 4 segundos apos o inicio do funcionamento (instante
t =0), aalturada base do pistdo alcance por trés vezes

o valor de 6 cm. Para os calculos, utilize 3 como
aproximacgdo para Tt.
O menor valor inteiro a ser atribuido ao parametro f,

de forma que o motor a ser construido tenha boa
poténcia, é

a)l b)2 )4 d)5 e)8

GABARITO —AULAS 32 e 33

1) a)?b)— ?c)—g d- %e)—%f)@

2)a)S={E} b)s={£3j} c)S={7j33J} d) {EE} e) {i"}
2 2’2 6 18 4’ 4 2
f) {E’ﬁ} g) {Olnlg_n}
6 6 2

3)a 4) b 5)b 6) b 7)b 8)d

G

25

RICARDINHOMATEMATICAX.COM.BR




Professor Rea ity

VIDEO AULA 34 e 35

FUNCOES TRIGONOMETRICAS

CLIQUE NO LINK ABAIXO E ASSISTA A VIDEO AULA

ORafl0

AULA 34

[m] i

AULA 35

Introdugao

Movimento periédico é o movimento de um

corpo qualquer que se repete regularmente com o passar
do tempo, ou seja, o corpo retorna a uma dada posi¢do
ap6s um determinado intervalo de tempo fixo.
Se pensarmos um pouco, poderemos identificar varios
tipos de movimentos periddicos na vida cotidiana. A Terra,
em sua orbita em torno do Sol, volta a mesma posicédo a
cada ano. A Lua retorna para a mesma posi¢ao, em relagao
a Terra, resultando em uma Lua Cheia, aproximadamente,
uma vez por més.

PN = V4

- —_ - EMATICK
—— MKE Ay
Uma crianga, brincando num balango no

playground, oscila para frente e para tras oscilando
periodicamente.

Em adicdo a estes exemplos do seu dia a dia,

i

numerosos outros sistemas exibem movimentos
periddicos. Por exemplo, as moléculas de um sélido vibram
em torno de suas posicoes de equilibrio; ondas
eletromagnéticas, como as ondas de luz, radar e ondas de
radio, sdo caracterizadas pela oscilagdo dos vetores campo
elétrico e campo magnético; e em circuitos de corrente
alternada, tensdo, corrente e carga elétrica variam
periodicamente com o tempo.

750 nm 700nm  650nm  600nm  550nm  500nm

Ondas de
Radio

Micro- - Radiacion Luz
Infraroja  Visible

Ultravioleta

ondas Rayos X

o o @)

Rayos Gamma

[ X
congiwade [ g npfegfg g g
nda 3 3 5 7 9 11 13
10 1 10 10 10 10 10 10
precvencia  (iI[up| | g g gagfagagfag
10° STSET/ R T G T\ AT KA T M
Nesse moddulo estaremos estudando as fungdes

trigonométricas que modelam as situacGes apresentadas.

1. Fung¢ao Seno

Denominamos fungdo seno a fungdo f: R—N que associa
a cada numero real x, o valor sen x.

y = f(x) = sen x
Grafico da Fungdo Seno:

Observe, agora, como varia a func¢do y =f(x) =sen x no

intervalo [0,27'5] .
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1 3n
Dl/—\ 2 2T

-« periodo — =

A curva acima é chamada de sendide.

Observando o grafico da fungdo f(x) = sen x, conclui-se:

e Admite valores positivos no 12 e 22 Quadrantes e
negativos no 32 e 42 Quadrantes.

e E crescente no 12 e 42 Quadrantes e decrescente no 22
e 32 Quadrantes.

e Imagem:Im={y e R| -1<y<1}=[-1,1].

Importante: A cada 2w rad o comportamento da fungdo

seno se repete. Dizemos, entdo, que o periodo da fung¢do
seno é p = 2w rad.

TS 6 Y A

o/ o/ o/ W/

2. Fungao Cosseno

Denominamos fun¢do cosseno a fungdo f: R—R que
associa a cada numero real x, o valor cos x.

Grafico da Fungao Cosseno:

Observe, agora, como varia a fung¢do y=f(x)=cos x no

intervalo [0,275]

COS X A

1
o = I
_12 2

l«— periodo ——»

A curva acima é chamada de cossendide.

\V 4

i
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Observando o grafico da fungado f(x) = cos x, conclui-se que:

e Admite valores positivos no 12 e 42 Quadrantes e
Negativos no 22 e 32 Quadrantes.

e E crescente no 32 e 42 Quadrantes e Decrescente no 12
e 22 Quadrantes.

e Imagem:Im={y e R| —1<y<1}=[-1,1].

Importante: A cada 2w rad o comportamento da fungao

cosseno se repete. Dizemos, entdo, que o periodo da
fungdo cosseno é p = 2w rad.

AN r AN

Fungdes Genéricas

|f(x) =a+b.sen(mx+n) | ou | f(x) =a+b.cos(mx+n) |

e O Parametro “a” é responsavel pelo deslocamento
vertical do grafico.

a >0 — desloca para cima
a < 0 — desloca para baixo

e O Pardametro “b” é responsdvel pela mudanga na
amplitude do grafico.

b >1 — aumenta a amplitude.
0<b <1 — diminui a amplitude

e O Parametro “m” é responsavel pela mudanga no
periodo do gréfico.

2n

m

Periodo (p) =

G
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01) (Fixando conteudo) O grafico na figura é o da fungdo f:
[0, 4] >R, definida por:

F(x) 4
3

b 4

4n

-3

a) f(x) = sen 2x
b) f(x) = 3 cos x
c) f(x) =3 sen x
d) f(x) = 3 sen 2x

X
f(x)=3 2
e) f(x) = 3sen 5

02) (Fixando contetido) Sendide é o nome que se da a
curva que representa a fungao y = sen x, cuja
imagem é [-1, 1] eo periodo é 27, conforme ilustra o
grafico abaixo.

= T 3n o
2 2
-1

Com base nos textos e em seus conhecimentos, é
correto afirmar que o periodo (p) e a imagem (Im) da
funcdo y =2 sen (3x) sdo respectivamente.

a) p=6melm=[-3,3]

b) 2r | [-2,2]
=—elm=[-2,
T3

c) p=4melm=[-3,3]

d) p=2melm=[-1,1]
e) p=2melm=1[-2,2]

\V 4
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03) (Modelo Enem) Uma grafica que confeccionou
material de campanha determina o custo unitario de
umde  seus produtos, em reais, de acordo com a lei

rt
C(t) =200 + 120. sen ? com t medido em horas de

trabalho. Assim, os custos mdximo e minimo desse
produto sao

a) 320e200
b) 200e 120
c) 200e80
d) 320e80
e) 120e80

04) (Modelo Enem) A pressao arterial P (em mmHg) de
uma pessoa varia, com o tempo t (em segundos), de
acordo com a fungdo definida por
P(t) =100+ 20cos(6t + ), em que cada ciclo

completo (periodo) equivale a um batimento cardiaco.

Considerando que 191 = 60, quais sdo, de acordo com
a fungdo, respectivamente, a pressao minima, a pressao
maxima e a frequéncia de batimentos cardiacos por
minuto dessa pessoa?

a) 80, 120 e 57
b) 80, 120 e 60
¢) 80, 100 e 19
d) 100, 120 e 19
e) 100, 120 e 60
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05) (Modelo Enem) A pressdo arterial é a pressdo que o 07) (Enem) Em 2014 foi inaugurada a maior roda-gigante
sangue exerce sobre as paredes das artérias. do mundo, a High Roller, situada em Las Vegas. A

1 figura representa um esbogo dessa roda-gigante, no

qual o ponto A representa uma de suas cadeiras:

4\
(0) A

Ela atinge o valor maximo (pressdo sistélica) quando os
ventriculos se contraem, e o valor minimo (pressdo
diastdlica) quando eles estdo em repouso. Suponhamos
que a variagdo da pressdo arterial (em mmHg) de um ol
cidaddo portoalegrense em funcdo do tempo (em Solo Solo

] 81t A partir da posicdo indicada, em que o segmento OA se
segundos) é dada por P(t)=100-20-cos 3 . encontra paralelo ao plano do solo, rotaciona-se a High

Roller no sentido anti-hordrio, em torno do ponto O.
Sejam t o angulo determinado pelo segmento OA em
relagdo a sua posigdo inicial, e f a fungdo que descreve
a altura do ponto A, em relagdo ao solo, em fungdo de

Diante disso, os valores da pressao diastélica e sistolica,
em mmHg, sdo iguais, respectivamente, a

a) 60 e 100 t.

b) 60 e 120

c) 80 e 120 Apds duas voltas completas, f tem o seguinte grafico:

d) 80 e 130 A f (metro) 2

e) 90 e 120 -
168 -

S

(V) E = JoN

06) (Enem) Um cientista, em seus estudos para modelar a
pressdo arterial de uma pessoa, utiliza uma funcgdo do
tipo P(t) = A+Bcos(kt) em que A, B e k sdo constantes

>
>

0] w2 2n 4n t (radiano)
reais positivas e t representa a variavel tempo, medida

em segundo. Considere que um batimento cardiaco A expressdo da funcio altura é dada por
reprefenta ? |.ntervalo de tempo entre duas sucessivas a) f(t) = 80 sen(t) - 88
pressdes maximas.

Ao analisar um caso especifico, o cientista obteve os b) f(t) =80 cos(t) +88

dados: c) f(t) =88 cos(t) +168

d) f(t) =168 sen(t) + 88 cos(t)
Pressdo minima 8 e) f(t) = 88 sen(t) +168 cos(t)
Pressdo maxima 120

Numero de batimentos cardiacos por minuto | 90

A fungdo P(t) obtida, por este cientista, ao analisar o
caso especifico foi

a) P(t) =99 + 21cos(3t)

b) P(t) = 78 + 42cos(3mt)

c) P(t) =99 + 21cos(2mt)

d) P(t) =99 + 21cos(t)

e) P(t) =78+ 42cos(t)

(e 29
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08) (Enem) Um técnico precisa consertar o termostato do
aparelho de ar-condicionado de um escritério, que estd
desregulado. A temperatura T, em graus Celsius, no
escritério, varia de acordo com a fungdo

Th)=A+B sen(%(h —12)), sendo h o tempo,

medido em horas, a partir da meia-noite (0 <h<24)

e A e B os parametros que o técnico precisa regular. Os
funciondrios do escritério pediram que a temperatura
maxima fosse 26°C, a minima 18°C, e que durante a
tarde a temperatura fosse menor do que durante a
manha.

Quais devem ser os valores de A e de B para que o
pedido dos funcionarios seja atendido?

a) A=18eB=8
b) A=22eB=-4
) A=22eB=4
d A=26eB=-8
e) A=26eB=8

GABARITO - AULA 34 e 35

1)e 2)b 3)d 4)a 5)c
7)a 8)b

\V 4
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VIDEO AULA 36 e 37

GEOMETRIA ANALITICA - ESTUDO DO PONTO

CLIQUE NO LINK ABAIXO E ASSISTA A VIDEO AULA

AULA 36

AULA 37

1. Plano Cartesiano

O sistema cartesiano ortogonal como ja vimos em fungdes,
é composto por duas retas x e y perpendiculares entre si,
no ponto O (origem). A reta x é denominada eixo das
abscissas e a reta y é denominada eixo das ordenadas.

Os dois eixos dividem o plano em quatro regiGes
denominadas quadrantes numerados no sentido anti-
hordrio.

YA

2° quadrante | 1° quadrante

o

>
0 X
3° quadrante | 4° quadrante

O ponto O é denominado origem do sistema de eixos
cartesianos.

Cada ponto do plano cartesiano esta associado
um par ordenado (x,y) e vice-versa.

Dizemos que (x,,,yP )séo as coordenadas do ponto P, onde
0 numero real x, é chamado abscissa do ponto e o

numero real y, é chamado ordenada do ponto.
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YA
7% SR PO yp)

|

1

1

|

J. -
0 xp ?

Destacamos abaixo algumas posi¢des particulares de

pontos no plano cartesiano:

e Se um ponto A pertence ao eixo das abscissas sua
ordenada é nula.

A(a,0)
e Se um ponto C pertence ao eixo das ordenadas sua
abscissa é nula.
c(o,c)
e Se um ponto B pertence a bissetriz dos quadrantes
impares suas coordenadas sdo iguais
B(b,b)
e Se um ponto D pertence a bissetriz dos quadrantes
pares suas coordenadas sdo simétricas.

Ala, 0)
bissetriz dos bissetriz dos
quadrantes « quadrantes
impares pares

2. Distancia entre dois pontos

Sejam A(xA,yA)e B(xB,yB) dois pontos do plano
cartesiano como mostra a figura abaixo:

Ay B
Ye T
O® Ve-Ya
v A &€
- Xg - X _ X
Xa Xg =

A distancia entre os pontos A e B indicada por d,g é

calculada aplicando-se o teorema de Pitdgoras no triangulo
ABC:

Entio: |das = \/(XB _XA)Z +(VB _VA)Z

\V 4
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Exercicios Resolvidos:

1) Determinar a distancia entre os pontos A(2,4) e B(5,8).

A2,4) > x, =2y, =4

Resolugdo:
B(5, 8) > x5 =5; yg =8

dag :\/(XB —xp ) +(vs —Va )

dpg =V (5-2) +(8-4) =dps =13"+4% =d5 =5

Resposta: 5 unidades de comprimento

2) Determinar no eixo das abscissas um ponto P,
equidistante dos pontos A(-2,2) e B(2,6).

Resolugdo:

P(x,0) > X, =X Y, =0

A(-22)>x, =2y, =2

B(2,6) >x, =5y, =8
Devemos ter d,, =d. :

\/(XP _XA)2 +(% _yA)z = \/(XP _XB)Z +(Ye _ya)z
V-2 + (0-2)" = f(x=2) + (0-6)

X +4X+4+4=X"-4x+4+36
L Xx=4
Portanto: P(4, 0)

3. Ponto Médio de um Segmento

Sejam os pontos A(xA,yA)e B(xB,yB) extremidades de um
segmento de reta. As coordenadas do ponto médio do
segmento AB sdo obtidas por médias aritméticas.
Acompanhe:

b Y B
YBJ
)‘Mj M
Yalt----- —A
D [ LYY
Xa Xy Xg
Xa + X
XM—XA=Xs—Xm = XMZ%
Yat+¥s
YM—YA=YyB—Yym = yM:T
Xpa+Xg Ya+Vs
Dessa forma: M(—Z :—2

A
S 31
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4. Mediana e Baricentro 5. Area do Triangulo
Mediana é o segmento de reta cujas extremidades sdo um Considere os trés pontos A(x,,Ya);B(Xg,Yg);Clxc,yc) que
dos veértices do triangulo e o ponto medio do lado oposto representam os vértices do tridngulo ABC da figura abaixo.
a esse vértice. Num tridngulo ABC, denomina-se baricentro \y
ou centro de gravidade ao ponto de encontro das
medianas desse triangulo. O baricentro divide cada C
mediana em dois segmentos, de maneira que o que tem ¥d
extremidade em um vértice possui a medida o dobro do
que tem extremidades no ponto médio do lado do . B
tridngulo. 78 |
yA ;
c v A / !
Al L
A L
Yol »

A area do triangulo ABC é dada pela formula:

B
0 X
g> A Xao Ya 1
CI\:! é uma mediana A==, Xg Y 1
G é o Baricentro
Coordenadas do baricentro de um triangulo Xc Ye 1
Como vocé viu, o baricentro de um triangulo ABC divide OBSERVACAO:
cada mediana na razdo 2 para 1, ou seja:
AG BG CG 2 Se os pontos A, B e C estiverem alinhados, temos:
GM_GN GP 1 4
A
P N
A(xp,Ya)
B M c B(xg,Yg) X1 yp 1
Clxc,Yc) X; Y, 1=0
G(XGIyG) X3 Y3 1

A partir do exposto, vamos determinar as coordenadas do
baricentro de um triangulo.
Em x:
AG 2 Xg—Xap 2
—=—— R =— X:—Xx =2(Xy —Xg ) > 3Xg =2%y + XA ()
GM 1 XM_XG 1 G A ( M G) G M A
Xp +X
Xy = ———<(1l)
Substituindo (II) em (1), vem:
Xp +Xg +X¢
3

Xg +X¢
3xG:2( > +Xp —>3Xg =Xg +Xc +Xy D> Xg =

+yg +
De forma analoga prova-se que: Y¢ :W

Assim as coordenadas do baricentro do tridngulo ABC sdo:
G(XA +Xg+Xc YatYstye j

’

3 3

G
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01) (Fixando contetido) O ponto médio do segmento AB
sendo A(1,2) e B(7,8) é:

a) st b) (4,5) ¢) (8,11) d) (13,14) e) @%)

02) (Fixando contetido) Em uma aula de Geometria
Analitica, o professor salientava a importancia do
estudo de triangulos em Engenharia, e propbs a
seguinte questao:

O triangulo determinado pelos pontos A (0,0), B (5,4)
e C(3,8) do plano cartesiano tem area igual a

Feitos os calculos, os alunos concluiram que a
resposta correta era:

a) 2
b) 4
c) 6
d 14
e) 28

03) (Enem) Foi utilizado o plano cartesiano para a
representagdo de um pavimento de lojas. A loja A
estd localizada no ponto A(1; 2). No ponto médio

entre a loja A e a loja B esta o sanitario S, localizado
no ponto S(5;10). Determine as coordenadas do
ponto de localizagdo da loja B.

a) (-3,-6)
b) (-6, -3)
c) (3,6)

d) (9;18)
e) (18;9)

04) (Fixando contetido) Sendo os pontos A(2, 3) e C(5, 6)
vértices opostos de um quadrado, o comprimento do
lado desse quadrado é
a) 2
b) 245
c 3 V2

d) 3

e) 5.2

M
MKTEM, Il A

05) (Fixando conteudo) Sendo os pontos A (— 1, 5) e
B(2, 1) vértices consecutivos de um quadrado, o
comprimento da diagonal desse quadrado é
a) 2

b) 245
c) 342

d 5
e) 542

06) (Modelo Enem) Na arquitetura, a matematica é usada
a todo momento. A geometria é especialmente
necessaria no desejo de projetos. Essa parte da
Matematica ajuda a definir a forma dos espagos,
usando as propriedades de figuras planas e sdlidas.
Ajuda também a definir a medidas desses espacos.
Uma arquiteta é contratada para fazer o jardim de
uma residéncia, que deve ter o formato triangular.
Analisando a planta baixa, verifica-se que os vértices
possuem coordenadas A(8,4); B(4,6); C(2,4). No ponto
médio do lado formado pelos pontos A e C é colocado
um suporte para luminarias. Considerando o texto e
seus conhecimentos, é correto afirmar que a distancia
do suporte até o ponto B mede, em unidades de
comprimento.

a37 b3 o Az eI

07) (Fixando contetido) O ponto do eixo das abscissas,
equidistantes dos pontos P(-2,2) e Q(2,6), é:

a) A(2,0)
b) B(5,0)
c) C(3,0)
d) D(0,2)
e) E(4,0)

08) (Fixando conteido) Em um paralelogramo, as
coordenadas de trés vértices consecutivos sdo,
respectivamente, (1, 4), (-2, 6) e (0, 8). A soma das
coordenadas do quarto vértice é:

a) 8
b) 9
c) 10
d 11
e) 12

o

33
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09) (Enem) Devido ao aumento do fluxo de passageiros,
uma empresa de transporte coletivo urbano esta
fazendo estudos para a implantagdo de um novo ponto
de parada em uma determinada rota. A figura mostra o
percurso, indicado pelas setas, realizado por um 6nibus
nessa rota e a localizacdo de dois de seus atuais pontos
de parada, representados por P e Q.

YA

Interbits®

L e

1

1

20-----?’P—‘ — — RuaA—> — —> —>T:
t

»
>

T
0 30 550 X
Os estudos indicam que o novo ponto T devera ser
instalado, nesse percurso, entre as paradas ja

existentes P e Q, de modo que as distancias
percorridas pelo 6nibus entre os pontos P e T eentre
ospontos T e Q sejam iguais.

De acordo com os dados, as coordenadas do novo
ponto de parada sao

a) (290; 20).

b) (410; 0).

c) (410; 20).

d) (440; 0).

e) (440; 20).

10) (Modelo Enem) A figura a seguir apresenta parte do
mapa de uma cidade, no qual estdo identificadas a
catedral, a prefeitura e a camara de vereadores.
Observe que o quadriculado ndo representa os
quarteirbes da cidade, servindo apenas para a
localizagdo dos pontos e retas no plano cartesiano.
Nessa cidade, a Avenida Brasil é formada pelos pontos
equidistantes da catedral e da prefeitura, enquanto a
Avenida Juscelino Kubitschek (ndo mostrada no mapa)
é formada pelos pontos equidistantes da prefeitura e
da camara de vereadores.

\V 4
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Avenida Brasil

Interbits®

catddral | preféitura

1 2 3 4 5 6 7 X

Sabendo que a distancia real entre a catedral e a
prefeitura é de 500 m, podemos concluir que a
distancia real, em linha reta, entre a catedral e a
camara de vereadores é de

a) 1500 m.

b) 500+/5 m.

c) 1000\/5 m.

d) 500+500+/2 m.
e) 3400m

11) (Enem) Um aplicativo de relacionamentos funciona da

seguinte forma: o usuario cria um perfil com foto e
informacgGes pessoais, indica as caracteristicas dos
usudrios com quem deseja estabelecer contato e
determina um raio de abrangéncia a partir da sua
localizagdo. O aplicativo identifica as pessoas que se
encaixam no perfil desejado e que estdo a uma
distancia do usuario menor ou igual ao raio de
abrangéncia. Caso dois usuarios tenham perfis
compativeis e estejam numa regido de abrangéncia
comum a ambos, o aplicativo promove o contato entre
os usuarios, o que é chamado de match.

O usuario P define um raio de abrangéncia com
medida de 3km e busca ampliar a possibilidade de
obter um match se deslocando para a regido central da
cidade, que concentra um maior nimero de usudrios.
O gréfico ilustra alguns bares que o usudrio P costuma
frequentar para ativar o aplicativo, indicados por |, I,

lll, IV e V. Sabe-se que os usudrios Q,R e S, cujas
posicdes estdo descritas pelo grafico, sdo compativeis
com o usudrio P, e que estes definiram raios de
abrangéncia respectivamente iguais a 3km,2km e
5 km.
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y (km)
8
7
6
. JURBAL
4 ‘V

1 2 3 4 5 6 7 x (km)

Com base no grafico e nas afirmagdes anteriores, em
qual bar o usuério P teria a possibilidade de um match
com os usudrios Q,R e S, simultaneamente?

a)l b)ll c) d) Iv e)Vv

12) Calcule as coordenadas do baricentro de um triangulo
ABC, sabendo que AD é uma de suas medianas e que
A(-5, 8) e D(1, -1).

a) (0,2)
b) (-1,2)
c (2,-1)
d (-1,1)
e) (2,-2)

13) Em uma cidade sera construida uma galeria
subterranea que recebera uma rede de canos para o
transporte de dgua de uma fonte f até o reservatorio
de um novo bairro b.

ApOs avaliages, foram apresentados dois projetos
para o trajeto de construgdo da galeria: um segmento
de reta que atravessaria outros bairros ou uma
semicircunferéncia que contornaria esses bairros,
conforme ilustrado no sistema de coordenadas xQOy

da figura, em que a unidade de medida nos eixos é o
quilémetro.

y (km)
A

Interbits®

F=(1,1)

-1 (o) 1 x (km)

B=(1,-1)

Estudos de viabilidade técnica mostraram que, pelas
caracteristicas do solo, a construgdo de 1 m de galeria

\V 4
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via segmento de reta demora 1,0 h, enquantoque 1m

de construcdo de galeria via semicircunferéncia
demora 0,6 h. Ha urgéncia em disponibilizar agua para

esse bairro. Use 3, como aproximagdo para T e 1,4

como aproximagao para \/E

O menor tempo possivel, em hora, para conclusido da
construcdo da galeria, para atender as necessidades de
agua do bairro, é de

a) 1.260.

b) 2.520.

c) 2.800.

d) 3.600.

e) 4.000.

14) Nos ultimos anos, a televisdo tem passado por uma
verdadeira revolugdo, em termos de qualidade de
imagem, som e interatividade com o telespectador.
Essa transformacdo se deve a conversdo do sinal
analdgico para o sinal digital. Entretanto, muitas
cidades ainda ndo contam com essa nova tecnologia.
Buscando levar esses beneficios a trés cidades, uma
emissora de televisdo pretende construir uma nova
torre de transmissdo, que envie sinal as antenas A, B e
C, ja existentes nessas cidades. As localizagGes das
antenas estdo representadas no plano cartesiano:

y(km) A

Interbits®

70
60
50
40
30
20
10

10 20 30 40 50 60 70 80 90

A torre deve estar situada em um local equidistante das
trés antenas.

O local adequado para a construcdo dessa torre
corresponde ao ponto de coordenadas

a) (65; 35).

b) (53 ; 30).

c) (45; 35).

d) (50; 20).

e) (50; 30).

GABARITO — AULAS 36 e 37

)b 2)d 3)d 4)d 5)e  6)c 7)e
8)b 9)e 10)b 11)a  12)b 13)b 14)e

G
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VIID EO AULA 38 a 41 1. Coeficiente Angular da Reta

GEOMETRIA ANALITICA - ESTUDO DA RETA

Denomina-se coeficiente angular da reta s ao nimero real

- tal = de o é ainclinagdo da reta s, medid

CLIQUE NO LINK ABAIXO E ASSISTA A VIDEO AULA m{alque m=tgo, onde a eainclinacdo da reta s, medida

no sentido antihorario a partir do eixo das abscissas.
S

y

o X

>

| / Eixo das
abscissas m= th(

Acompanhe os casos abaixo:

CASO|

YA

a = 0°

=Y

CASO Il
Y&

a = 90°

=Y

AULA 40 CASO IlI
YA

o

0 \ -';

CASO I: 0.=0° <>tg0°=0<>m=0|
CASO II: oo =90° < tg90° = 0 < m n3o esta definida ‘

CASO III: 0° <o < 90° <> tgaL > 0 <>m > 0|
CASO IV: 90° < 0. < 180° <> tgo. <0 <>m <0

Exemplos:
Determine o coeficiente angular das retas indicadas
abaixo:
N
C;“"“em
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a) b)

vA N

30° 150°
P EO B w—
Resolugdo:
aym=tga b) m=tga
m =tg30° m =tg150°
B __3
3 3

2. Coeficiente Angular da Reta quando
se conhecem dois de seus pontos

Considere uma reta ndo paralela ao eixo das ordenadas que passa
pelos pontos A(XA,yA) e B(XB,yB) .

YA

0 Xa, Xg X
O tridangulo ABC da figura acima é retangulo em C.Aplicando a
tangente do angulo a, temos:

tga="8 YA
Xg —Xa
Ys —Va _ Ay
Logo: Xs X X
Exemplo:

Determine o coeficiente angular das reta indicada abaixo:

yB_yA _3_3

A(=1,3)
Xg—Xp —4-(-1)

=
B(—4,-3)

Observagao: Dizer que o coeficiente angular da reta é igual
a 2 é o mesmo que dizer que a “taxa de variacao” da reta é
2, ou seja, “a cada aumento de uma unidade em x significa
um aumento de 2 unidades em y”.

3. Equagao de uma reta conhecendo um
ponto e sua inclinagao

Podemos obter a equagdo de uma reta se conhecermos um
de seus pontos e sua inclinagdo.

YA

P
y ______________
1
1
A Qg
pesess Ao
1 1
1 1
1 1
1 1
o 1 1
) —>
0 Xa X X
A a
m=—y:y YA . Entéo:
AX X=X,

Y=Ya :m(X—XA)

Observacao: No caso da reta ser paralela ao eixo das

ordenadas, sua equacdo é: |[X =Xp

Exemplos:

1) Escreva a equacgdo da reta que passa pelo ponto A(2,4)
e cujo coeficiente angular é igual a 2.

Resolugdo:
A(2,4)
5 =Y—VYa :m(x—xA)jy—4:2(x—2)

m=

Portanto 2x—y = 0é a equacdo da reta procurada.

2) Escreva a equagdo da reta que passa pelo ponto A(2,5)

Resolugdo:

Y—VYa =m(x—xA):>y—5=m(x—2)

Portanto y —5=m(x —2) é a equagdo do feixe de retas que
passam pelo ponto A(2,5).

37
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Observe que a medida que o coeficiente angular (m) varia
vamos obtendo infinitas retas concorrentes em A, inclusive
a reta vertical Xx=2, para qual n3o definimos coeficiente
angular.

4. Formas de escrever a equagao da reta

4.1. Equagdo Geral

Recebe o nome equacdo geral de uma reta a toda equacgdo

colocada na forma |ax+by+c=0|com a e b n3o

simultaneamente nulos.

Exemplo: Determinar a equacdo geral da reta que passa
pelos pontos A(1,5)e B(3,9)

Resolugdo:
A(1,5 = E
(1,5) _YB=Va _9-5 .,
B(3,9) Xg—Xp 3-1

Usando o ponto A, temos:

Y=Ya =m(X_XA)
y—5=2(x—-1)
2x—-y+3=0

Portanto a equagao geral da reta que passa pelos pontos A

eBé|2x—y+3=0

Outro modo de resolucdo:

Seja P(x,y) um ponto genérico da reta que passa por Ae B,
podemos afirmar que P, A e B estdo alinhados. Ent3do:

x y 1
1 5 J=0=>5x+3y+9-15-9x—-y=0
391

=-4x+2y—-6=0
=>2x—-y+3=0

\V 4
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Observagao:

Considere dois pontos distintos A(xA,yA) e B(xB,yB), de
coordenadas conhecidas e um ponto genérico de
coordenadas (x,y), todos pertencentes a mesma reta.

Podemos definir a equagao geral de uma reta através da
condi¢do de alinhamento:

X y 1
Xa Ya 1=0
Xg Vg 1

Desenvolvendo o determinante e agrupando os termos
semelhantes, temos:

(VA _yB)X+(XB _XA)y+(XAyB _XByA):O
a b c

ou

4.2. Equagao Reduzida

Considere a reta nao vertical dada

ax+by+c=0.lsolando y, temos:
c

by——ax—c—>y——gx——
b b

por

a c
Fazendo——=me ——=n,vem:
b b ’

y=mx-+n

onde m é o coeficiente angular da reta, enquanto n é o
coeficiente linear da reta.

Observagdao: O coeficiente linear da reta (n) indica a
ordenada do ponto de intersec¢do da reta com o eixo das
ordenadas.

YA

(0, n)

N
[}
2 J
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5. Posicao entre 2 retas

RETAS PARALELAS DISTINTAS ( r//s)

Considere r e s duas retas ndo verticais, com inclinagdes o
e B respectivamente.

YA

/
/

Se as retas r e s sdo paralelas, temos:

a=B—>tgoc=tg[3—>

Ou seja:
Se duas retas ndo verticais sdao paralelas distintas, seus
coeficientes angulares sdo iguais.

Observagdo: Se as retas r e s possuirem além dos mesmos
coeficientes angulares, também os mesmos coeficientes
lineares, elas serdo ditas retas coincidentes.

RETAS CONCORRENTES (r x s)

Duas retas r e s que ndo possuem mesmo coeficiente
angular ndo sdo paralelas; consequentemente sdo ditas
retas concorrentes.

VA

r

p

=Y

of/ \
a¢B—>tga¢th—>
Caso Particular de Concorréncia:

Duas retas r e s ndo verticais sdo perpendiculares se

\V 4

)\

1) Determine o valor de k para que areta r:2x+3y—1=0
seja paralelaareta s:kx+5y—2=0.

Resolugdo:
—-2x+1 2
r:2x+3y-1=0>y=——-m, =——
Y y 3 r 3
—kx+2 k
s:kx+5y-2=0—>y= Smg=——
y y 5 s 5
Devemos ter: m. =m, . Logo:

—g:—£—>—3k:—10—>k:E
3 5 3

Portanto, para que as retas r e s sejam paralelas, devemos

1
ter: k:—o.
3

2) Obter a equagdo da reta r, que passa por A(2,4)e é
paralelaaretasdeequacdo 3x +y —1 = O

Resolugdo:
$:3x+y-1=0—>y=-3x+1.m, =-3
{r//s—)mr =m, >m, =-3
A reta r passa pelo ponto A(2,4). Entdo:
y=Ya =m(x—x,)
y—4=—3(x—2)
y=-3x+10
Portanto, a equacdo da reta r é dada por: y=-3x+10

3) Determine o valor de k paraque areta r:2x+3y—1=0
seja perpendicular a reta s:kx+5y—2=0.

Resolugdo:
—2x+1 2
r:2x+3y—1:0—>y:L.'.mr:——
3 3
—kx+2 k
s:kx+5y—-2=0->y= ); ,-,mS:_E

Devemos ter: m..m; =—1. Logo:

)

2—k=—1—>k=—E
15 2

Portanto, para que as retas r e s sejam perpendiculares,

15
devemos ter: k = -

G
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6. Distancia entre ponto e reta

Considere um ponto P(xo, yo) e umaretar:ax+ by +c=0,
a distancia do ponto P a reta r pode ser calculada pela
expressao:

y &

;"P (X + Yo

~ x"'

rrax+hy+c=0

axgy +h.y,+c

va’ +b?

dpery =

Justificativa da formula:

—_ x"*

rrax +hy+c=0

s
Considere areta s que passa pelo ponto P e é perpendicular
aretar.

b
rls—->m.m,=-1->m,=—
a

A equacdo da reta s é dada por:
Y~Yo =§(X—Xo)
ay—ay, =bx—bx,
—bx+ay+bx, —ay, =0
As coordenadas do ponto A, intersecgdo das retas r e s,
podem ser obtidas através de um sistema de equacdes:
r: ax+by+c=0
{s: —bx+ay+bx, —ay, =0
Resolvendo o sistema, vem:
_—ac+b(bx0 —ayo) _—bc—a(bxO —ayo)
- a’ +b? = a’ +b?
Portanto, as coordenadas do ponto A sdo:

\V 4
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a’ +b? a’ +b?
Finalmente fazendo a distancia entre dois pontos (P e A),
vem:

(—ac+b(bx0 —ay,) —bc—albx, —ay, )j

Ao = \/{—ac+b(bxo —ayo)_xoj2 +(_bc—a(bx0 —ayo)_yojz

a’ +b? a? +b?
Desenvolvendo os produtos notaveis, temos:

(ax, +by, +c)’ _lax, +by, +c|

JaZ +b?

d =

PA

=d

- dPA p.r

a’+b’

Exercicio Resolvido

Calcular a distancia entre o ponto P(2, 1) e a reta r de
equagao 4x+3y—6=0.

|4.2+3.1—6|:>d:5

0 A

Resolugdo: d=
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(Fixando conteudo) A equacdo geral da reta que passa
pelos pontos A(-1, 2) e B(0, —4) pertencentes ao
plano cartesiano pode ser representada por
a) 6x+y+4=0.

b) -6x-y-1=0.
c) X+6y+4=0.
d) 6x+y-4=0.
e) 6x-y+4=0.

) (Fixando contetido) A soma do coeficiente angular
com o coeficiente linear da reta que passa pelos
pontos A(1,5) e B(4,14) é:

a) 4
b) -5
c 3
d 2
e) 5

(Fixando conteudo) Determine o coeficiente angular
das retas abaixo:

a) r:2x+3y+1=0

b) c)
y4 yn

AL3)

Bl

—x
B(4,-1)~

04) (Modelo Enem) Janeiro de 2003 foi um dos meses

mais quentes dos ultimos anos. Em um certo dia de
janeiro, a temperatura da cidade de Joinville, as 10
horas da manh3, era de 25° C, continuou subindo
uniformemente até as 15 horas, quando alcangou 40°
C. Representando esta situacdo em um grafico
cartesiano na qual a abscissa representa os tempos
(em horas) e na ordenada a temperatura (em °C),
obtém-se um segmento de reta AB. A equacgdo da reta
que contém esse segmento é:

a) 3x+y+5=0

b) 3x-y+3=0

c) 3x+4y+3=0

d) 3x-y-5=0

e) 5x-y—-3=0

\V 4
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05) (Enem) Para uma feira de ciéncias, dois projéteis de

foguetes, A e B estdo sendo construidos para serem
langados. O planejamento é que eles sejam langados
juntos, com o objetivo de o projétil B interceptar o A
guando esse alcangar sua altura maxima. Para que isso
aconteca, um dos projéteis descrevera uma trajetoria
parabdlica, enquanto o outro irda descrever uma
trajetdria supostamente retilinea. O grafico mostra as
alturas alcangadas por esses projéteis em fungdao do
tempo, nas simulagdes realizadas.

N
o
Interbits®

—a— A
——B

8
4
O s 7 5 6 7 s\ 9 1o emre()
4
8

Com base nessas simulagBes, observou-se que a
trajetoria do projétil B deveria ser alterada para que o
objetivo fosse alcancado.

Para alcangar o objetivo, o coeficiente angular da reta
que representa a trajetéria de B devera

a) diminuir em 2 unidades.
b) diminuir em 4 unidades.
c) aumentar em 2 unidades.
d) aumentar em 4 unidades.
e) aumentar em 8 unidades.

06) (Enem) Uma industria automobilistica esta testando

um novo modelo de carro. Cinquenta litros de
combustivel sdo colocados no tanque desse carro, que
é dirigido em uma pista de testes até que todo o
combustivel tenha sido consumido. O segmento de reta
no grafico mostra o resultado desse teste, no qual a
guantidade de combustivel no tanque é indicada no
eixo y (vertical), e a distancia percorrida pelo

automoével é indicada no eixo X (horizontal).

o
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Interbits®

Combustivel no tanque (L)

0 } } } } .
200 300 400
Distancia percorrida (km)

v

o
o

A expressdo algébrica que relaciona a quantidade de
combustivel no tanque e a distancia percorrida pelo
automovel é

a) y =-10x+500

—X
b) y=—+50
)y 10

—X
c) y=—+500
)y 10

X
d) y=—+50
)y 10

X
e) y=—+500
)y 10

O EKZE

07) (Enem) O governo de um estado pretende realizar uma
obra de infraestrutura para auxiliar na integracdo e no
processo de escoamento da producdo agricola de duas
cidades. O projeto consiste na interligacdo direta das
cidades, A e B com a Rodovia 003, pela construgdo das
Rodovias 001 e 002. As duas rodovias serdo construidas
em linha reta e deverao se conectar a Rodovia 003 em
um mesmo ponto, conforme esbogo apresentado na
figura, na qual estdo também indicadas as posi¢Ges das
cidades A e B, considerando o eixo x posicionado sobre
a Rodovia 003, e cinco localizagBes sugeridas para o
ponto de conexdo entre as trés rodovias.

y (km)4 J | _
40 Clidade A Rodovia 00/l
T%\\\\ Rodovia 002
! \\‘\\ \
30 i \“\\ \\ \\
1 \ N
R AR Cidade|B
20 O
1 VoY N P
10 AR, 7/
: \‘ £y S /\
! // A i
Rodovia 008 11~ \WXIWAY | Ny -

SuperProfessor®

0 5 10 15 2.0 25 30 35 40 45 50 55 x (km)
Pretende-se que a distancia percorrida entre as duas
cidades, pelas Rodovias 001 e 002, passando pelo

ponto de conex3o, seja a menor possivel.

Dadas as exigéncias do projeto, qual das localizagGes
sugeridas deve ser a escolhida para o ponto de
conexao?

a)l

b) Il
o) Il
d) IV
e)Vv

08) (Modelo Enem) Um baldo de ar quente foi langado de
uma rampa inclinada. Utilizando o plano cartesiano, a
figura ao lado descreve a situacdo de maneira
simplificada. Ao ser langado, o baldo esticou uma
corda presa aos pontos P e Q, mantendo-se fixo no ar.
As coordenadas do ponto P, indicado na figura, sdo,

entdo:

vA

0 A — :

-,

Q !

=t
10 2 x

a) (21,7)

b) (22,8)

c) (24,12)

d) (25,13)

e) (26,15)
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09) (Modelo Enem) A distancia entre duas retas paralelas
é o comprimento do segmento de perpendicular as
retas que tem uma extremidade em uma reta e a outra
extremidade na outra reta. No plano cartesiano, a
distancia entre as retas de equagdes 3x+4y=0 e
3Xx+4y+10=0 é:

a)2
b) 3
c)4
d) 5
e)6

10) (Modelo Enem) A figura abaixo ilustra as localiza¢Ges
de um Posto de Saude (P) e de um trecho retilineo

de uma rodovia (AB) em um plano cartesiano
ortogonal, na escala 1: 200.

Ay
304 P
A 20
-20 0 20  x
10 5

Pretende-se construir uma estrada ligando o
Posto a rodovia, de modo que a distancia entre
eles seja a menor possivel. Se a unidade de
medida real é o metro, a distancia entre o Posto e
a rodovia devera ser igual a:

a) 600m b) 800m c) 2km d) 4km

GABARITO - AULAS 38 a 41
1)a 2)e
3)aym=-2/3

b)m=./3c)-4/3
4)d 5)c 6) b 7)d 8)c
9)a 10) a
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VIDEO AULA 42 a 43

GEOMETRIA ANALITICA - ESTUDO DA
CIRCUNFERENCIA

CLIQUE NO LINK ABAIXO E ASSISTA A ViDEO AULA

AULA 42

AULA 43

0
=1

[w]

1. Definicao

Circunferéncia é o conjunto de todos os pontos do plano
cuja distancia ao ponto O, denominado centro da
circunferéncia, é constante. Essa constante é denominada
raio da circunferéncia (r).

Nesse mdédulo estaremos estudando a circunferéncia sob
o ponto de vista analitico.

43
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2. Equacao Reduzida da Circunferéncia

YA

Pix, y

0 a X

Sejam C(a, b) o centro e P(x, y) um ponto da circunferéncia
no plano cartesiano. Observe que a distanciade CaP éo
raio da circunferéncia, ou seja:

dcp =r

Logo: y/(x—af +(y—b) =r

Portanto: |(x—a)2 +(y—b)2 =r2|
Essa igualdade é dita equagdo da circunferéncia na forma
reduzida.

Observagao: Caso a circunferéncia esteja centrada na
origem do sistema cartesiano, sua equacao se reduz a:

D
NV

3. Equacao Geral da Circunferéncia

Desenvolvendo a equagdao reduzida da circunferéncia
vamos obter:

(x—a)2+(y—b)2:r2
x2—2ax+a2+y2—2yb+b2:r2
Logo:

|x2+y2—2ax—2by+aZ +b%—r? =0|

Fazendo —2a=A, —2b=Be a’ +b%* —r>=C, temos:

|x2+y2+Ax+By+C:0|

\V 4
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Essa igualdade é dita equagdo da circunferéncia na forma
geral.

4. Identificacdao do centro e do raio de um
circunferéncia

Quando a equacao vem na forma reduzida:

Neste caso as coordenadas do centro e a medida do raio
vem diretamente pela comparagao com a equagao

(x—a)2 +(y—b)2 =r’
Exemplo:
(x-2)" +(y-5) =36

(x-a) +(y=b) =r*{

a=2 eb=5-5C(25)
r’=36->r=6

Quando a equacao vem na forma geral:

Neste caso as coordenadas do centro e a medida do raio
vem por dois modos:

Exemplo: x* +y* —6x—4y—-12=0

Modo 1: A equacgdo da circunferéncia na forma geral é
dada por: x® +y* —2ax—2by+a’+b’>—r>=0. Fazendo a
comparagdo com X’ +y* —6x—4y—12=0, temos:

x* +y? —2ax-2by+a*+b*-r’=0

{ { 1
X*+y? —-6x -4y -12=0
Dai :
—2a=-6->a=3
-2b=-4—>a=2

a’+b’>-r’=-12
FP+2°-r’=-12—>r=5

Portanto, o centro da circunferéncia é o ponto (3,2) eo
raio é 5..

Modo 2: No ensino fundamental vocé estudou que:
(axb)’ =a?+2ab+b?

A nossa ideia é colocar a equagao
X2 +y? —6x — 4y —12 = 0 na forma reduzida para que as

coordenadas do centro e a medida do raio venham
diretamente por comparagao.
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Podemos escrever a equagdo X° +Yy> —6Xx—-4y—-12=0
assim:
(X —6x+...)+(y* -4y +...)=12

| I
Para que a expressdo | seja um trinbmio quadrado perfeito
devemos substituir as reticéncias por 9 e na expressao Il
por 4. Dai para que a igualdade seja mantida devemos
somar ao segundo membro 9 e 4.
Assim:
(X —6x+..)+(y* -4y +..) =12

I 1}

(X* —6x+9)+(y* —4y+4)=12+9+4
(x-3) +(y-2)' =25

Logo, aequagdo X* +y° —6X—4y —12 =0 representa um
circunferéncia de centro C(3, 2) e raio 5.

= I —

01) (Fixando conteudo) Determine as coordenadas do
centro e o raio das seguintes circunferéncias dadas
pelas equagbes abaixo:

a) (x=2) +(y-1)?%=16

b) (x+2)> +y*=25

c) x2+(y—-1)%*=81

d x*+y?=9

e) x2+y’—-4x-6y-12=0
f) 2x*+2y?’—-12x+8y—-6=0
g) XX+y?—-8x-2y+1=0

h) x>+y?’—8x—-4y+15=0

02) (Modelo Enem) Resolver a questdao com base na regra
2 da FIFA, segundo a qual a bola oficial de futebol deve
ter sua maior circunferéncia medindo de 68cm a
70cm. Considerando essa maior circunferéncia com
70cm e wusando um referencial cartesiano para
representa-la, como no desenho abaixo, poderiamos

apresentar sua equagdo como
y

I
S
xy

a) x% +y? = 3
T

2

b) x2 z{ﬁ}
X" +y =
0) x24+y2 =10

03) (Modelo Enem) Uma antena de telefone celular rural
cobre uma regido circular de drea igual a 900wkm?.

Essa antena esta localizada no centro da regido
circular e sua posicdo no sistema cartesiano, com
medidas em quilémetros, é o ponto (0,10).

Assim, a equagdo da circunferéncia que delimita a
regido circular é

a) x%+y?-20y-800=0.
b) x2+y?—20y+70=0.
c) x%+y?-20x-800=0.
d) x%+y?-20y-70=0.
e) x2+y2 =900.
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04) (Fixando conteudo) O raio da circunferéncia

determinada pela equagdo X2 + y2 +4x-6y—-3=0
é, em unidades de medida:

a) 1.

b) 2.

c) 3.

d) 4.

e)6

05) (Enem) A figura mostra uma crianca brincando em um
balango no parque. A corda que prende o assento do
balango ao topo do suporte mede 2 metros. A crianga
toma cuidado para ndo sofrer um acidente, entdo se
balanga de modo que a corda ndo chegue a alcangar a

posicao horizontal.

Topo do
suporte

Chéo do parque

Na figura, considere o plano cartesiano que contém a
trajetoria do assento do balango, no qual a origem
esta localizada no topo do suporte do balango, o eixo
X é paralelo ao chdo do parque, e 0 eixo Y tem
orientagao positiva para cima.

A curva determinada pela trajetéria do assento do
balanco é parte do grafico da funcéo

a) ) =2 -2
b) 1) =V2—x?
o) f(x) = x> -2

d) f(x) =—Ja-x*
&) ) =Va-x2

06) (Enem) Considere que os quarteirdes de um bairro
tenham sido desenhados no sistema cartesiano, sendo
a origem o cruzamento das duas ruas mais
movimentadas desse bairro. Nesse desenho, as ruas
tém suas larguras desconsideradas e todos os
guarteirGes sdo quadrados de mesma darea e a medida
de seu lado é a unidade do sistema.
A seguir ha uma representacgdo dessa situagdo, em que
os pontos A, B, C e D representam estabelecimentos
comerciais desse bairro.

YA

Interbits®

A 4

1 quarteiréo:|:|

Suponha que uma radio comunitaria, de fraco sinal,
garante drea de cobertura para todo estabelecimento
gue  se encontre num ponto cujas coordenadas
satisfacam a inequagdo: x° + y2 —2x—-4y-31<0.

A fim de avaliar a qualidade do sinal, e proporcionar
uma futura melhora, a assisténcia técnica da radio

realizou uma inspecdo para saber quais
estabelecimentos estavam dentro da drea de
cobertura, pois estes conseguem ouvir a radio

enquanto os outros ndo.

Os estabelecimentos que conseguem ouvir a radio sao
apenas

a)AeC.
b)BeC.
c)BeD.
d)A BeC.
e)B,CeD.
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07) (Enem) Um jogo pedagogico utiliza-se de uma
interface algébrico-geométrica do seguinte modo: os
alunos devem eliminar os pontos do plano cartesiano
dando "tiros", seguindo trajetdrias que devem passar
pelos pontos escolhidos. Para dar os tiros, o aluno
deve escrever em uma janela do programa a equagao
cartesiana de uma reta ou de uma circunferéncia que
passa pelos pontos e pela origem do sistema de
coordenadas. Se o tiro for dado por meio da equagdo
da circunferéncia, cada ponto diferente da origem
que for atingido vale 2 pontos. Se o tiro for dado por
meio da equacdo de uma reta, cada ponto diferente
da origem que for atingido vale 1 ponto. Em uma
situacdo de jogo, ainda restam os seguintes pontos
para serem eliminados:
A(0; 4), B(4; 4), C(4; 0), D(2; 2) e E(0; 2).

Ay b
| | 1 1 | 1 &
S------ T Nl [ o == i B

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 | 1 | | 1

A i i i B i i
4@--———- ————— d—m——— Fm———— - H-———— e

1 | 1 1 | 1

| 1 1 | 1 1

| 1 1 1 1 1

| | 1 | | 1

1 1 1 1 1 1
o S S S S EN S

1 1 1 1 1 1

| | 1 | 1 1

i i i i i i

E 1 1D 1 | | 1
2¢------ (ol D Sl bt o Miininieied et

1 1 1 1 1 1

1 | 1 | 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 | 1 1 | 1
Tr====- T T I rTTT 1T 7T

1 | 1 1 1 1

1 | 1 | 1 1

i i i i i i
I I B I

0 1 2 3 4 5 6

Passando pelo ponto A, qual a equagao forneceria a
maior pontuagao?

a) x=0
b)y=0
c) x2+y2=16

d X2 +(y-2)° =4
e) (x-2% +(y-2°%=8

GABARITO — AULAS 42 e 43

1)a)C(2,1) R=4 b)C(-2,0) R=5  ¢)C(0,1) R=9

d)c(0,0) R=3 e)C(2,3) R=5 f)C(3,-2) R=4
g)C(4,1)R=4 h)C(4,2)R=+/5
2)b 3)a a)d 5)d 6)d 7)e
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