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Geometria de Posicao

Ponto

Reta

/ a

Nao possui dimensao;

Sua representacao geométrica é
indicada por letra maiuscula.
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E unidimensional e tem
comprimento infinito;

Sua representacao geométrica
é indicada por letra minuscula;

Sao conceitos adotados sem definigao.

E bidimensional, possui largura e
comprimentos infinitos e nao possui
espessura. ‘

Sua representacdo geomeétrica €
indicada por letra do alfabeto grego. ‘
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Geometria de Posicao

Teoremas: Sao proposicdoes aceitas desde que
demonstradas.

Postulados: Séao proposicoes aceitas sem
demonstracéo.

Postulado Fundamental: Existem no espaco, um infinito
numero de pontos, retas e planos.
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Por um ponto podem ser tracadas infinitas retas.

r

u
Por dois pontos distintos passa uma unica reta.
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{ POSTULADOS DO PLANO !

e Em um plano e fora dele existem infinitos pontos.

e Se dois pontos distintos de uma reta pertencem a
um plano, areta esta contida no plano.
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* Por trés pontos nao-colineares passa um unico plano,
ou seja, 3 pontos distintos e nao alinhados sao sempre
coplanares

mesa com trés pernas nao balancga
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e COPLANARES (mesmo plano)

* REVERSAS (planos diferentes)

Paralelas

Paralelas distintas Paralelas coincidentes

-

Concorrentes

Concorrentes e
perpendiculares

S

Retas ortogonais: retas cuja proje¢do de uma sobre a
outra forma um dngulo reto.
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Em sintese...
PARALELAS

|
N
>
COINCIDENTES / |
!
!
|
|

rms= =S

S
COPLANARES PARALELAS DISTINTAS?

(que estdo no mesmo plano)

-

rns= o

CONCORRENTES
rns= {P} >-<
REVERSAS
(Que n&o estao no mesmo plano) \
! //
rns=¢
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| DETERMINACAO DE UM PLANO

1. Trés pontos nao colineares.

2. Uma reta e um ponto nao pertencente a ela
3. Duas retas concorrentes

4. Duas retas paralelas distintas
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,_________________________________________________

'POSICOES RELATIVAS ENTRE RETA E PLANO ! 1l Reta e plano paralelos: se uma reta € paralela a um

Sl Avfuviviolsbehdiseibbviviblsiissniniib et § plano, essa reta € paralela a pelo menos uma reta desse

Reta contida no plano: uma reta esta contida no I plano.

plano quando, pelo menos, dois de seus pontos = Em q existem infinitas retas paralelas e reversas.
pertencem ao plano.

Reta e plano concorrentes: guando possuem um

unico ponto em comum.
r
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,_________________________________________________

Planos paralelos: dois planos sédo paralelos quando
Nao possuem ponto em comum.
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Planos concorrentes: dois planos sao concorrentes
(secantes quando suya interseccao € uma reta.

https://www.geogebra.org/m/fqJNPt5t

Ak
L Py

Professor @M?thlﬂ_ﬂ —

-—


https://www.geogebra.org/m/fqJNPt5t

T_III Universidade

== Esiadual de Londrina

Sobre os conhecimentos de geometria tridimensional, considere as
afirmativas:

. Se duas retas distintas nao sao paralelas, entdo elas sao
concorrentes. Falso. Elas podem ser reversas

Il. Trés pontos distintos entre si determinam um unico plano.
Falso. Faltou colocar nao colineares

lll. Duas retas paralelas distintas determinam um plano.

Verdadeiro
V. Se duas retas r e s sao reversas, entao existe um unico plano « que
contémre é paraleloa s .

Verdadeiro L
A alternativa que contém todas as afirmativas corretas é:
a)lell
3| elv 4
Il e IV
d) I, Ilelll
e)ll, lllelV

AV 4
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[
Nas afirmacbes seguintes, r, S e t representam retas no espaco, el
o, representa um plano no espaco. Some as afirmacoes corretas: :
|
|
|

01. Se r e paralela a s e s intersecta t, entdo r necessariamente
Intersectat. FALSO

|
02. Se r é paralela a o, entdo as retas que pertencem a o Sao |

paralelas ar. FALSO | <

|
04. Se r é paralela a o, existem infinitas retas pertencentes a o que :
sao paralelas ar.

_ |
08. Se r e s sao paralelas a a, entao r € necessariamente paralela

as. |
[

16. Se r é perpendicular a s e s é perpendicular a t, entdo pode!
ocorrer gue r seja perpendicular a t.

o EE———— = e Kb : - \V /
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UFPR

PARANA

Nas afirmacoes seguintes, r, s e t representam retas no espaco, e
o, representa um plano no espaco. Some as afirmacoes corretas:

01. Se r e paralela a s e s intersecta t, entdo r necessariamente
Intersectat. FALSO

02. Se r é paralela a o, entdo as retas que pertencem a o Sao |

paralelas ar. FALSO |
|

04. Se r é paralela a o, existem infinitas retas pertencentes a o que :

sao paralelas ar. VERDADEIRO |

_ |
08. Se r e s sao paralelas a a, entao r € necessariamente paralela

as. FALSO I
]

16. Se r é perpendicular a s e s é perpendicular a t, entdo pode!
ocorrer gue r seja perpendicularat. VERDADEIRO
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Considere um plano o (plano de projecao) e um ponto P qualquer. Seja P* o pé da perpendicular a o

conduzida por P. O ponto P* € denominado projecao ortogonal de P sobre o, ou por convencao, projecao
de P sobre «.
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De olho no Enem
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O globo da morte € uma atracdo muito usada em circos. Ele consiste em uma espécie de
em Jjaula em forma de uma superficie esférica feita de agco, onde motoqueiros andam com
suas motos por dentro. A seguir, tem-se, na Figura 1, uma foto de um globo da morte e,
na Figura 2, uma esfera que ilustra um globo da morte.

/|

EXAME NACIONAL DO ENSING MEDIO

a

; d)

SRS e e 0
‘ . .

MakeAGIF.com

A

Figura 1 Figura 2
Na Figura 2, o ponto A esta no plano do chao onde esta

colocado o globo da morte e o segmento AB passa pelo
centro da esfera e € perpendicular ao plano do chéao.
Suponha que ha um foco de luz direcionado para o chéao
colocado no ponto B e que um motoqueiro faca um trajeto
dentro da esfera, percorrendo uma circunferéncia que
passa pelos pontos A e B.

A imagem do trajeto feito pelo motoqueiro no plano do chéo
é melhor representada por
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Figura 2
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SISTEMA
gl ACAFE

A (F) Se uma reta no espacgo e paralela a dois planos
( F) Se duas retas no espago néo tém ponto comum,

4 > % simultaneamente entao esses planos séo
entao elas sao paralelas distintas. paralelos

( F ) Se aprojecao ortogonal daretar sobre o plano
o € aretas entdo aretar é paralela ao plano o

r
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A soma das proposicao(des) CORRETA(S) é:

e F01) Dois planos que possuem 3 pontos em comum Sao coincidentes.
“'L‘::if.ii“?ﬂ:i‘iﬁi“F 02) Se duas retas r e s, no espaco, sao ambas perpendiculares a uma reta t, entdo r e s sao paralelas.
\/ 04) Duas retas concorrentes determinam um unico plano.

08) Se dois planos A e B sdo ambos perpendiculares a um outro plano C, entao A e B sao planos

paralelos.

16) Se duas retas r e s sao paralelas a um plano A, entao r e s sdo paralelas.

ra’y 4
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A soma das proposicao(des) CORRETA(S) é:

F 01) Dois planos que possuem 3 pontos em comum sao coincidentes.

universoaoe Feperaf- 02) Se duas retas r e s, no espaco, sdo ambas perpendiculares a uma reta t, entdo r e s sédo paralelas.
DE SANTA CATARINA
\/ 04) Duas retas concorrentes determinam um unico plano.

F 08) Se dois planos A e B s&do ambos perpendiculares a um outro plano C, entao A e B séao planos
paralelos.

F 16) Se duas retas r e s sédo paralelas a um plano A, entao r e s sao paralelas.

;////////////////x/,
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POLIEDROS




Elementos do Poliedro

l ' /—> Vértices
7

1 |
1 |
I |
1 |
1 |
- ) *

Faces \
Arestas
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Relacao de Euler

= Faces (5)
Vértices (6)

6+5=9+2

Arestas (9)

Relacdo de Euler

Faces (6)

e Veértices (8) 8+6=12+2
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Exercicio 1: Qual a quantidade de vértices, arestas ! Exercicio 2: Um poliedro possui cinco faces
e faces de um poliedro limitado por fe's faces  triangulares, cinco faces quadrangulares e uma
quadrangulares e duas faces hexagonais® I pentagonal. Determine o nimero de arestas,

| A= 6(4) + 2(6) I faces e vértices.

imi 2 A= 5(3)+5(4) + 1(5)
- e —\ 2
—~ A= 24+12 OFy p= 15+20+5
6F4 2 “—\ >
Y [A=18 + 5':(4)
+ 2F6 ) A =20
1F,

F=8 V+F:A+2
V+ 8 =18+2
V=12

r—

V+F=A+2
F=11 1 v+11=20+2

V=11

\J
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Exercicio 3: Um poliedro convexo possui 9 faces triangulares, 9 faces quadrangulares, 1 face pentagonal
e 1 face hexagonal. Calculando-se o niumero de vertices, obtem-se:

)

A= 90B)+9(4) +1(5) + 1(6)

O
N
©

o 2
ST A= 27+36+5+6 A =37
T\
1r, 2
. 1e V+F=A+2
- V+20= 37+ 2
V =19
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Poliedros Regulares

. Todas as faces sao
poligonos regulares iguais;

. Todos os angulos
poliédricos sao iguais.
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Poliedros Regulares

. Todas as faces sao
poligonos regulares iguais;

- |
. Todos os angulos (- '] .

poliédricos sao iguais.

QOctaedro

Dodecaedro Icosaedro
Os cinco solidos regulares.




Poliedros Regulares

. Todas as faces sao poligonos regulares iguais;
. Todos os angulos poliédricos sao iguais.

sels

faces 6F(4)

| g oito
quadradas e L ' faces

triangulares

q u atro Cubo Ocraedro 8 F(3)
4F(3) faces — G
triangulares
doze 4+ 4
faces o
pentagonais

12¢,
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Tetraedro

t ZOF 3 vinte

s

faces
Dodecaedro lcosaedro

Os cinco solidos regulares. trl an g u | ares
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Poliedros — Solidos de Revolucao

Objetos do curso Objetos do curso

» Prismas » Cilindros

» Piramides » Cones

» Piramides - Troncos » Cones - Troncos
» Esferas

i | | I _— ] | I _— ] | I L] ] | ] —_— ] | ] —_— ]

\J
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-

Professor @'mz;#h/t P — b — el ) | . . ' MA—T?M‘A"'FM'\



\V 4

-

orofesir Ricwtelinhet _— .
i ' : - — e
VAN




o e TSRS TR TR e e e T T e T TS e S e W e T e e e W T e T TR e e e e s T TR T e s e e TR s e T e e T T e T e T TR T e T RS TR e e e T e e TR TS T WS R

PARALELEPIPEDO
a, bec - dimensoes

Area total
S; = 2ab + 2ac + 2bc

S: = 2(ab + ac + bc)

Professor @'ﬂﬂéﬂ{"ﬂ/t&e S ——
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PARALELEPIPEDO

Area total

S: = 2(ab + ac + bc) Importante!

Diagonais
d2 = a2 + b2 1cm3-1mL

D2=4d2+ b2 + c2 1m3-1000L

Volume

V =SB.H= V = abc

\J
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PARALELEPIPEDO
‘/ /b
i a
Area total
S; = 2(ab + ac + bc) Importante! Dicas importantes!
IZII:‘EO::I: b2 1cm3 -1 mL Soma das dimensoes:a+ b + ¢

D2 =2a2+ b2 + 2 1im3-1000L Soma das arestas: 4a + 4b + 4c

Volume

Dimensdesem P.A.: x—r, X, X+r

Dimensoes em P.G.: x/q, X, Xq

V =SB.H= V = abc

— e—— _‘_ —_ o S . — ; e \I
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. Exercicio 1. A area total de um paralelepipedo reto retangulo é de 376 m? e as suas
2 dimensdes sao proporcionais aos numeros 3, 4 e 5. Determine a décima parte do volume
% desse paralelepipedo. Depois, passe o resultado para o cartdo resposta

wsl III BNN BNN BN EEE DN DN DN DN SN DN N DN BN S N DN D BN DN B N BN DN DN D D N D DN DS D BN DN S DN D D BN B D N S

< ~
e \
j |2a=3k=6 S; = 2(ab + ac + bc) V = a.b.c ‘
: b=4k=8 :
: <c=5k=10 376 = Z(3k.4k + 3k.5k + 4k.5Kk) \\: = :-88(;103 :
: St =376 m? 188 = 12k2 + 15k2 + 20k2 = m :
1 188 = 47k? .08 :
: oqo :
: k=2 a“eé :
| 2" :
\ ]

s’
/
\\

~--------------------------------------------_’

\J
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-
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. Exercicio 2: Usando um pedaco retangular de papelao, de dimensdes 12cm e 16cm, desejo
#  construir uma caixa sem tampa, cortando, em seus cantos, quadrados iguais de 2cm de lado e
UFSC dobrando, convenientemente, a parte restante. A terca parte do volume da caixa, em cm?, é:

--------------------------------------------.

&

¥ x
'%i‘ [
1:{-

/‘ . 16 cm : \\\
,' [ : \
: N | N_:E — i
1 - |
[ o I
1 [
[ [
I — 1
I v [
I 1
I 1
I 1
I 1
I 1
I 1
- :
\\ /

\ Y 4

~ s’

~--------------------------------------------'




Exercicio 3: Alguns objetos, durante a sua fabricacdao, necessitam passar por um
eIML processo de resfriamento. Para que isso ocorra, uma fabrica utiliza um tanque de
resfrlamento, como mostra a figura.

T O que aconteceria com o0 nivel da agua se
colocassemos no tanque um objeto cujo volume

5
ch 25 om fosse de 2.400 cm?3?

a) O nivel subiria 0,2 cm, fazendo a agua ficar com

e /‘ 20,2 cm de altura.
b 0 cm b) O nivel subiria 1 cm, fazendo a agua ficar com 21

cm de altura.
c) O nivel subiria 2 cm, fazendo a agua ficar com 22
cm de altura.
d) O nivel subiria 8 cm, fazendo a agua transbordar.
e) O nivel subiria 20 cm, fazendo a agua transbordar.

-

40 cm




25cm

40 cm
O que aconteceria com o0 nivel da agua se
colocassemos no tanque um objeto cujo volume
fosse de 2.400 cm?3?
a) O nivel subiria 0,2 cm, fazendo a agua ficar com
20,2 cm de altura.
b) O nivel subiria 1 cm, fazendo a &gua ficar com
21 cm de altura.
O nivel subiria 2 cm, fazendo a agua ficar com
22 cm de altura.
d) O nivel subiria 8 cm, fazendo a agua
transbordar.
e) O nivel subiria 20 cm, fazendo a agua
transbordar.

40cm

40cm

Vquuido deslocado
Vparalelepipedo deslocado

40.30.x

20 cm

= X =2Ccm




a - medida de cada uma
das arestas

Area total

S, = 6a2
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d2 = a2 + a2

- i o d2 = 2a2
"// 3 . i > d=av2
Area total
S, = 6a2 a
Diagonais D2 = a2 + d2
> d=av2 > D2 = a2 + 2a2
> D=aV3 > D2 = 3a2
> D=aV3
Volume
V = a3

Professor @mtﬂff'ﬂﬂﬂ : _ . “ ) . NENAT ﬁ: L'A'\



Exercicio 4: Se um cubo tem as suas arestas aumentadas em 20% cada uma, entao o seu volume
fica aumentado em:

— 3 Portanto, o volume
V =133 V=23 aumentado em 72,8%

\J
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A\ A ceramica possui a propriedade da contracdo, que consiste na evaporacdo da agua existente em
C;enem um conjunto ou bloco ceramico submetido a uma determinada temperatura elevada: em seu lugar
aparecendo “espagos vazios” que tendem a se aproximar. No lugar antes ocupado pela agua véao
ficando lacunas e, consequentemente, o conjunto tende a retrair-se. Considere que no processo de
cozimento a ceramica de argila sofra uma contracdo, em dimensdes lineares, de 20%.
Levando em consideragcao o processo de cozimento e a contracao sofrida, o volume V de uma
travessa de argila, de forma cubica de aresta a, diminui para um valor que e

a) 20% menor que V, uma vez que o volume do cubo é diretamente proporcional ao comprimento de seu lado.
b) 36% menor que V, porque a area da base diminui de a2 para [(1 - 0,2)a]?.
@48,8% menor que V, porgue o volume diminui de a3 para (0,8a)%.
d) 51,2% menor que V, porque cada lado diminui para 80% do comprimento original.
e) 60% menor que V, porque cada lado diminui 20%.

V =1a3 V= (0,88.)3
0,8a

|
| | > : V = 0.512a3
I >

a

0,8a

3 Portanto, o volume foi diminuido em 48,8% I




Exercicio 7: Ao colocar 192 litros de agua em um reservatorio cujo volume interior tem a forma de
um cubo com uma das faces na horizontal, o nivel da agua sobe 30 cm. Qual é a dimensao desse
reservatorio?

o ~s
_ ,' V =a.b.c \
192 litros = 0,192m3 I I
i _ i
3 I I
| 0,64 =x* |
1 1
i x=0,8m =8dm = 80cm ;
\\ _________________ _/,
AV 4
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—————————————————————————————————————————————————————

e 3cm. A distancia maxima entre dois vértices deste
paralelepipedo é:

PARALELEPiPEDO :Considere um paralelepipedo retangular com lados 6cm, 2cm
|
|

sao proporcionais aos numeros 1, 2 e 3 e sua area total é igual
a 198cm?®. Sobre esse paralelepipedo, assinale o que for
correto.

01. Seu volume vale 162cm?3.

02. As suas dimensdes formam uma progressao aritmética.

04. A soma das medidas de todas as suas arestas é 72cm.

08. Sua diagonal é maior que 11cm.

L | LUEPG — PR ) As dimensGes de um paralelepipedo retangulo
b - N -

Area total

S: = 2(ab + ac + bc)

Diagonais
d2 = a2 + b2

D2 = a2 + b2 + ¢c2

Volume

( UFSC - SC ) Num paralelepipedo retangulo, as medidas das
arestas estao em progressao aritmética de razao 3. A medida,
em CENTIMETROS, da menor aresta desse paralelepipedo,
| sabendo que a area total mede 132 ;

V =SB.H= V = abc
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——————————————————————————————————————————————————————

PARALELEPiPEDO ' 08) ( UFSC — SC ) Um tanque, em forma de paralelepipedo,
, tem por base um retangulo de lados 0,50m e 1,20m. Uma
I pedra, ao afundar completamente no tanque, faz o nivel da

B, R

Area total

' agua subir 0,01m. Entao, o volume da pedra, em decimetros
cubicos, é:
(1m—10dm)

S: = 2(ab + ac + bc)

Diagonais
d2 = a2 + b2
D2 = a2 + b2 + ¢c2

Volume

V =SB.H= V = abc

— = ____‘_ ___-_ S . — ; e \I
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DE OLHO NO ENEM

EEAMEKACTONAL DO ERSTNG MEDTO
UM ENSATO PARA A VIDA
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PrlsmaS ESpeClaIS CUbO .( ENEM ) Uma fabrica produz barras de

------------------------------------------------- . chocolates no formato de paralelepipedos e de
|cubos, com o mesmo volume. As arestas da
I'barra de chocolate no formato de
a : paralelepipedo medem 3 cm de largura, 18 cm
ST I Ide comprimento e 4 cm de espessura.
“ IAnallsando as caracteristicas das figuras
|geometr|cas descritas, a medida das arestas
I dos chocolates que tem o formato de cubo e

Area total

S, = 6a2 l .

: : igual a
Diagonais 1a) 5 cm.
> d=av2 : b) 6 cm.

_ c) 12 cm.
> D=av3 ' d) 24 cm.
Volume l e) 25 cm.

V = a3 |
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