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Anadlise Combinatéria
Fatorial

CLIQUE NO LINK ABAIXO E ASSISTA A ViDEO AULA

ANALISE COMBINATORIA - FATORIAL

Notacao Fatorial

Fatorial de n

ou
n fatorial =

Em varios momentos em aulas posteriores efetuaremos
multiplicagdes do tipo 3.2.1, 5.4.3.2.1, etc. Como esses
produtos costumam ser, de fato, comuns na anilise
combinatodria, foi criada uma notagdo, chamada de
fatorial, capaz de resumir a escrita desses produtos.

Defini¢do: Seja n um ndmero natural maior do que 1. O
fatorial de n, indicado por n!, é definido como o produto
dos n numeros naturais consecutivos de 1 até n, isto é,

|n!= n(n—1).(n—2).........3.2.1 para n>2

Paran=1en=0 define-se
Acompanhe os exemplos:

a)8!=8.76.5.4.3.2.1=40320
b)4!=4.3.2.1=24

Dica: Podemos desenvolver um fatorial até um fator
conveniente. Observe:

a)7!=7.6.5.43.2.1=7.6.5.4.3!
——
3!
b)8!=8.7.6.5.4.3.2.1=8.7.6.5!
%,_/
5!
€)10!=10.9.8!

d)nl=n(n-1).(n—=2)!

Esse mecanismo de “pararmos” o desenvolvimento de um
fatorial em um fator conveniente, permite o calculo de
expressoes envolvendo fatorial em aulas posteriores, de
forma menos trabalhosa. Acompanhe os exemplos abaixo:


https://youtu.be/8Or6c3qO29k

Professor @m relindu

EXERCICIOS RESOLVIDOS

9!
1) Calcular o valor da expressdao —
7!
Resolugdo:
9! 9.8.7
i 77( =72
7
x!
2) Resolver a equagdo =20

x=2)1
Resolugdo:

x>0ex-22>20
Condigao de existéncia:

Sx=>22;xeN
x! X.(x -1).(x-2)!
=20 0 T 220 > x.(x —1) =20
(x=2)! (x=2)!
=5
x> —x—-20=0 X .
X,=—4(ndo serve)

Resposta: x =5
3) Resolver a equagdo (x—3)! =120
Resolugdo:

(x—3)1=120
(x—3)1=5.43.21

(x=3)!=5!—>x-3=5—>x=8

Resposta: x =8

\V 4
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01) (Fixando conteddo) Simplificando a expressdo
101!+102!

100!

, obtém-se:

a) 101 103
b) 102!

c) 100 000
d) 101!

e) 10 403

02) (Fixando conteudo) Determine o valor da expressdo
8l+7!
7n

a)9
b) 8
c)7
d)6
e)5

e

¥ vt 2

03) (Fixando contetdo) O valor de n que satisfaz a equagdo
I
D)
(n=1)!
a)
b)
c)
d)
e)

R wWwuAN

04) (Fixando conteudo) Simplificando a expressdo
n+2)+(n+1)!

obtemos:
(n+12)!
a) n+1
b) n+2
c) n+3
d n+4
e) n+5

05) (Modelo Enem) Os fatoriais sdo importantes em
andlise combinatdria. Por exemplo, existem n!
caminhos diferentes de arranjar n objetos distintos
numa sequéncia. Esses arranjos sdo chamados
permutagdes simples e nimero de permutagdes é dado
pelo produto n(n — 1)(n — 2)......3.2.1 Utilizando essa
teoria, o valor de n! na expressao

(n+1)!-2nl=6(n-1)! é:

a) 2
b) 3
c) 6
d 1
e) 24

06) (Fixando contetido) O produto
20-18:16:14....-6-4-2 é equivalente a:

20!
a) —
2
b) 2-10!
20!
c) ZTO
d) 219 101
20!
e) —
10!

GABARITO - AULA 61

1)e 2)a 3)d 4)c
6)d

O B
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AULA 62 e 63

Andlise Combinatoria

Principio Fundamental da contagem

Professor @m relindu

CLIQUE NO LINK ABAIXO E ASSISTA A VIDEO AULA

AULA 62

AULA 63

Qual é o prefixo do seu numero de telefone? 3223,
3224, 3522, 3433, 3622, 3346 ou 33267 Vamos supor que
vocé more numa cidade em que o seu prefixo telefénico
seja 3223. Vocé ja se perguntou quantas sdo as linhas
telefénicas que existem na sua cidade com o prefixo 3223?
E facil responder a esta pergunta usando o Principio
Multiplicativo, que enunciaremos a seguir.

Principio Multiplicativo: “Se uma decisdo d1 pode ser
tomada de X maneiras diferentes e se, uma vez tomada a
decisio d,, a decisio O, puder ser tomada de Y
maneiras diferentes, entdo o nimero de maneiras de se
tomarem as decisées 0, e d, é dado pelo produto X.y”

Obs.: O Principio Multiplicativo pode ser generalizado para
mais de duas decisdes.

i
MMEMgT A

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1) Numa sala existem 3 garotas (Adriana, Beatriz e Cleide)
e 2 rapazes (Rodrigo e Sandro). Quantos casais diferentes
podemos formar com essas 5 pessoas?

e v/

Solugdo:

Para formarmos um casal precisamos agrupar 1 homem e
1 mulher, isto é, precisamos tomar uma decisdo d1 que
consiste na escolha de um homem e tomar uma decisdo
d,, que consiste na escolha de uma mulher.

A decisdo d; pode ser tomada de 2 maneiras diferentes
(existem 2 homens);

A decisio O, pode ser tomada de 3 maneiras diferentes
(existem 3 mulheres).

Logo, o numero total de casais é 2.3 = 6.

Note que poderiamos chegar nesse resultado listando
todos os possiveis casais:

Rodrigo e Adriana - Casal RA

Rodrigo e Beatriz - Casal RB
Rodrigo e Cleide - Casal RC
Sandro e Adriana - Casal SA
Sandro e Beatriz - Casal SB

Sandro e Cleide - Casal SC
Total: 6 casais

2) Obtenha o total de linhas telefénicas que podem ser
formadas com 8 algarismos sendo que o prefixo é 3223.

Solugdo:

Observe o esquema abaixo:

| L.

dezena
centena
milhar

Vamos partir este problema em 4 tomadas de
decisdes:

Decisdo 1: escolher um nimero para a casa dos milhares
Decisdo 2: escolher um ndmero para a casa das centenas

RICARDINHOMATEMATICAX.COM.BR
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Decisdo 3: escolher um nimero para a casa das dezenas
Decisdo 4: escolher um nimero para a casa das unidades

Os numeros a serem utilizados em cada uma das casas
podem ser escolhidos entre os dez digitos do sistema
decimal: 0,1, 2,3,4,5,6,7,8,9.

Na casa dos milhares podemos colocar qualquer um dos
dez digitos acima. Logo, a decisdo 1 pode ser tomada de 10
maneiras diferentes; na casa das centenas também
podemos colocar 10 digitos diferentes, isto &, a decisdo 2
pode ser tomada de 10 formas diferentes. As mesmas
conclusdes sdo obtidas para as casas das dezenas e das
unidades. Portanto, o total de linhas telefonicas distintas
que obtemos com o prefixo 3223 é o produto das
possibilidades de cada uma das decisGes, isto &,
10.10.10.10 = 10.000 linhas telefénicas.

Possibilidades de escolha 0 10 1w W
em cada casa

——> Total: 10.10.10_10 = 10_000 linhas telefdnicas

3) Quantos numeros impares de 3 algarismos distintos
existem em nosso sistema de numeragdo?

Solugao:

Dica 1:  “Ao iniciar um exercicio de andlise
combinatdria, é sempre bom listar exemplos dos grupos
cujo total pretendemos calcular.” Neste exercicio, os
grupos sdo numeros impares de 3 algarismos distintos.
Alguns deles sdo: 265, 379, 841, etc. Note que o nimero
373 ndo nos interessam pois os digitos ndo sdo distintos; o
numero 572 também ndo interessa, pois ndo é impar.

Devemos entdo fazer 3 decisdes: escolher
numeros para a casa das centenas, para a casa das dezenas
e para a casa das unidades. Comegamos por qual casa, a
das centenas ou das unidades?

dezena
centena
Dica 2: “Comece sempre pelas decisGes que
envolvem mais restrigbes.”

e Neste caso a maior restrigdo esta presente na casa
das unidades; nela podemos colocar apenas os
digitos 1, 3, 5, 7 e 9 (lembre que o nimero tem
que ser impar!).

Portanto, 5 possibilidades para a casa das
unidades.

\V 4
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e Agora, é conveniente “olhar” para a casa das
centenas, pois nela ndo pode aparecer o digito 0
(o nimero 047, por exemplo, ndo serve, pois ndo
tem 3 algarismos significativos, apenas 2). Além
disso, como todos os digitos devem ser distintos,
aquele escolhido inicialmente para a casa das
unidades ndo pode ser repetido na casa das
centenas, portanto, temos 8 possibilidades de
escolha para a casa das centenas (os dez digitos
disponiveis menos o zero e o algarismo ja
escolhido na casa das unidades).

e Finalmente, na casa das dezenas temos também
8 possibilidades: os dez digitos disponiveis menos
os dois ja utilizados nas casas das unidades e das
centenas (note que aqui o zero pode ser usado).
Portanto, temos 8.8.5 = 320 numeros impares de
3 algarismos distintos em nosso sistema de
numeragao.

Possibilidades de escolha . & ]
em cada casa

Digitos disponiveis: —" Total-8.8.5-320
0.1.2.3.45.6.78ed

2. Principio Aditivo da contagem

Se X e Y sdao dois conjuntos com a e b elementos
respectivamente. Se para a escolha de um dos elementos
do conjunto X existem a possibilidades e, para a escolha de
um dos elementos do conjunto Y existem b possibilidades,
entdo, para a escolha de um elemento do conjunto X ou de
um elemento do conjunto Y existem a + b possibilidades.

EXERCICIOS RESOLVIDOS

4) ( INSPER ) Alice, Bia, Cris, Dedé e Elis realizam tarefas
diferentes na sequéncia de fabricagdo de um produto.
Sabe-se que

- a tarefa realizada por Cris deve ser feita depois que ja
tenha sido concluida a tarefa realizada por Bia;

- a tarefa realizada por Elis deve ser feita antes que ja
tenha sido concluida a tarefa realizada por Bia;

- a tarefa realizada por Dedé deve ser feita depois que
ja tenha sido concluida a tarefa realizada por Alice;

- a tarefa realizada por Bia deve ser feita antes que ja
tenha sido concluida a tarefa realizada por Dedé.

Considerando-se apenas essas pessoas, tarefas e
condicGes, o total de ordenagdes possiveis das
cinco tarefas é igual a

G
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Solugdo:

Suponhamos que as pessoas sdo colocadas em fila, de tal
sorte que Elis, Bia e Cris ocupam posicBes fixas, nessa
ordem, e Elis é a primeira da fila. Desse modo, se Dedé for
a Ultima, entdo haverd 4 posi¢cBes possiveis para Alice.
Ademais, se Dedé se posicionar entre Bia e Cris, entdo Alice
tera 3 escolhas disponiveis.

Portanto, pelo Principio Aditivo, segue que a resposta é
4+3=7.

e T ——

~

~

(Modelo Enem) Num restaurante, sdo oferecidos 4
tipos de carne, 5 tipos de massa, 8 tipos de salada e 6
tipos de sobremesa. De quantas maneiras diferentes
podemos escolher uma refeigdo composta por 1
carne, 1 massa, 1 salada e 1 sobremesa?

a) 23.
b) 24.
c) 401.
d) 572.
e) 960.

(Modelo Enem) Uma melodia é uma sequéncia de
notas musicais. Para compor um trecho de trés notas
musicais sem repeti-las, um musico pode utilizar as
sete notas que existem na escala musical. O nimero
de melodias diferentes possiveis de serem escritas é:

a)3  b)21 )35  d)210 e) 5040

( ENEM ) O diretor de uma escola convidou os 280
alunos de terceiro ano a participarem de uma
brincadeira. Suponha que existem 5 objetos e 6
personagens numa casa de 9 cdémodos; um dos
personagens esconde um dos objetos em um dos
coOmodos da casa. O objetivo da brincadeira é
adivinhar qual objeto foi escondido por qual
personagem e em qual comodo da casa o objeto foi
escondido. Todos os alunos decidiram participar. A
cada vez um aluno é sorteado e da a sua resposta. As
respostas devem ser sempre distintas das anteriores,
e um mesmo aluno ndo pode ser sorteado mais de
uma vez. Se a resposta do aluno estiver correta, ele é
declarado vencedor e a brincadeira é encerrada. O
diretor sabe que algum aluno acertard a resposta
porque ha

a) 10 alunos a mais do que possiveis respostas
distintas.

b) 20 alunos a mais do que possiveis respostas
distintas.

c¢) 119 alunos a mais do que possiveis respostas
distintas.

d) 260 alunos a mais do que possiveis respostas
distintas.

e) 270 alunos a mais do que possiveis respostas

RICARDINHOMATEMATICAX.COM.BR

distintas
o)
(P



Professor @m relindu

06) (Fixando contetido) A quantidade de nimeros inteiros
multiplos de 5, formados por trés algarismos distintos,

04) (ENEM ) Um banco solicitou aos seus clientes a criagdo
de uma senha pessoal de seis digitos, formada

somente por algarismos de 0 a 9, para acesso a conta- é:

corrente pela internet.

Entretanto, um especialista em sistemas de seguranga
eletronica recomendou a direcdo do banco
recadastrar seus usuarios, solicitando, para cada um
deles, a criagdo de uma nova senha com seis digitos,
permitindo agora o uso das 26 letras do alfabeto, além
dos algarismos de 0 a 9. Nesse novo sistema, cada letra
mailscula era considerada distinta de sua versdo
minuscula. Além disso, era proibido o uso de outros
tipos de caracteres.

Uma forma de avaliar uma alterag¢do no sistema de
senhas é a verificagdo do coeficiente de melhora, que

a) 120
b) 150
c) 180
d) 136
e) 144

07) ( ENEM ) O Cédigo de Enderegcamento Postal (CEP)

codigo numérico constituido por oito algarismos. Seu
objetivo é orientar e acelerar o encaminhamento, o
tratamento e a distribuicdo de objetos postados nos
Correios. Ele esta estruturado segundo o sistema

métrico decimal, sendo que cada um dos algarismos
gque o compde codifica regido, sub-regido, setor,
subsetor, divisor de subsetor e identificadores de

€ a razdo do novo nimero de possibilidades de senhas
em relagdo ao antigo.
O coeficiente de melhora da alteragdo recomendada é

a) 62° distribuicao conforme apresenta a ilustragdo.
108
b) 52 I:l _ I_—[l ? ?
10!
C) 62! 4! Identificadores de distribuicao (sufixo)
10! 56! Divisor de subsetor
d) 62' f— 10' Subsetor
Setor
E) 626 I 106 Sub-regido .
Regido i

05) (ENEM ) Desde 1999 houve uma significativa mudanca
nas placas dos carros particulares em todo o Brasil. As
placas, que antes eram formadas apenas por seis
caracteres alfanuméricos, foram acrescidas de uma
letra, passando a ser formadas por sete caracteres,
sendo que os trés primeiros caracteres devem ser letras
(dentre as 26 letras do alfabeto) e os quatro ultimos

O Brasil encontra-se dividido em dez regides postais
para fins de codificagdo. Cada regido foi dividida em
dez sub-regides. Cada uma dessas, por sua vez, foi
dividida em dez setores. Cada setor, dividido em dez
subsetores. Por fim, cada subsetor foi dividido em dez
divisores de subsetor. Além disso, sabe-se que os trés
ultimos algarismos apds o hifen sdo denominados de
sufixos e destinam-se a identificacdo individual de
localidades, logradouros, cdédigos especiais e
unidades dos Correios.

A faixa de sufixos utilizada para codificagdo dos
logradouros brasileiros inicia em 000 e termina em

devem ser algarismos (de 0 a 9). Essa mudanga

possibilitou a criacdo de um cadastro nacional unificado
de todos os veiculos licenciados e ainda aumentou
significativamente a quantidade de combinagdes
possiveis de placas. Ndo sdo utilizadas placas em que
todos os algarismos sejam iguais a zero.

Nessas condig¢des, a quantidade de placas que podem 899.
ser utilizadas é igual a Quantos CEPs podem ser formados para a codificacdo
a) 263 + 94 de logradouros no Brasil?
0 26310 _1) b) 10° +9-102
7
d) (26° +10%)-1 ) 2:9 10
3 a d) 9-10
e) (26° x107)-1 7
e) 9-10

RICARDINHOMATEMATICAX.COM.BR
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08) ( ENEM ) Uma empresa construird sua pagina na
internet e espera atrair um publico de
aproximadamente um milhdo de clientes. Para
acessar essa pagina, serd necessaria uma senha com
formato a ser definido pela empresa. Existem cinco
opcOes de formato oferecidas pelo programador,

descritas no quadro, em que "L" e "D"
representam, respectivamente, letra mailscula e
digito.
Opgao Formato
I LDDDDD
1] DDDDDD
] LLDDDD
v DDDDD
\Y LLLDD

As letras do alfabeto, entre as 26 possiveis, bem
como os digitos, entre os 10 possiveis, podem se
repetir em qualquer das opgdes.

A empresa quer escolher uma opgdo de formato cujo
numero de senhas distintas possiveis seja superior ao
numero esperado de clientes, mas que esse numero
ndo seja superior ao dobro do nimero esperado de
clientes.

A op¢do que mais se adéqua as condi¢gdes da empresa
é

a)l.

b) II.
) Ill.
d) Iv.
e) V.

GABARITO — AULAS 62 e 63

1)e
6)d

2)d
7)e

3)a
8)e
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VIDEO AULA 64 e 65
Anadlise Combinatéria

Arranjos e Combinagoes

CLIQUE NO LINK ABAIXO E ASSISTA A VIDEO AULA

AULA 64

AULA 65

1. Nogdes Iniciais

Considere o conjunto A ={1, 2, 3, 4, 5}. Obter:

a) todos os pares ordenados da forma (x; y) com 2
elementos distintos a partir do conjunto A:

(1, 2); (1, 3); (1, 4); (1, 5); (2,1);(2,3); (2,4);(2,5); (3, 1);
(3, 2); (3, 4); (3, 5); (4, 1); (4, 2); (4, 3); (4.5); (5, 1); (5, 2);
(5, 3); (5, 4).

b) todos os subconjuntos de 2 elementos:

{1, 2}; {1, 3% {1, 4}; {1, 5} {2, 3}; {2, 4}; {2, 5}; {3, 4}; {3, 5};
{4, 5}

Note que esses agrupamentos (item “a” e “b” se diferem
basicamente num aspecto de fundamental importancia: A
ordem em que cada elemento é escrito.
Observe que no primeiro caso, a ordem em que sdo
escritos os elementos é levado em conta, pois se trata da
formacgdo de pares ordenados.

(a, b) # (b, a)

RICARDINHOMATEMATICAX.COM.BR
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J& no segundo caso, a ordem em que sdo escritos os
elementos ndo é levado em conta, pois se trata agora, da
formagdo de subconjuntos.

{a, b} ={b, a}
Os agrupamentos do item a, ou seja, os pares ordenados,
sdo denominados arranjos simples. No caso acima, os
pares ordenados formados sdo arranjos de 5 elementos

. . 2
tomados 2 a 2 e indicados por: A5 OUA;,.
Os agrupamentos do item b, ou seja, os subconjuntos, sdo

denominados combinagGes simples. No caso acima, os
subconjuntos formados sdo combinagdes de 5 elementos

tomados 2 a 2 e indicados por: Cé ou Cg,.

Observagdo: Quando dizemos Arranjos Simples ou
Combinagoes Simples, significa dizer, que os agrupamentos
sao formados com elementos distintos do conjunto A

2. Arranjos Simples

2.1. Definigao

Considere um conjunto com n elementos distintos

A= {al,az,a3,...,an} .

Arranjos Simples de n elementos tomados p a p sdo
sequéncias formadas por p (p < n) elementos distintos de
A.

Notacdes: A ou A

Exemplo: Considere o conjunto A ={a,b,c,d} . Escreva

todos os arranjos de 2 elementos obtidos entre os 4
elementos de A.

Com base na definicdo, obter todos os arranjos de 4
elementos tomados 2 a 2 equivale a obter todas as
sequéncias de 2 elementos (pares ordenados) distintos de
A.

Arranjos (sequéncias):

ab ba ca da

ac bc cb db

ad bd cd dc

Assim, o total de arranjos de 4 elementos tomados 2 a2 é
12. Escrevemos A, , =12 ou Aj =12.

De maneira geral, ndo nos interessaremos pela listagem
dos grupos mas sim pelo total dos grupos. Isso sugere a
necessidade de desenvolvermos uma férmula para calcular
o total de arranjos de n elementos tomados p a p.

\V 4
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2.2. Calculo do numero de arranjos simples

. p ;
Pelo exemplo anterior podemos notar que A, ou A, éo

produto de p fatores naturais consecutivos e decrescentes,
a partir de n. Acompanhe os exemplos abaixo:

2 p— j— p—
a) Ay =A,,= 4.3 =12
2 fatores
b)Ag =A., =6.5.4. 3 =360
)y i}
4 fatores
3
A7, =A =10.9.8 =720
c) Al 103 = ¢ 4
3 fatores
De um modo geral, temos:

An=A,, =n(n-1).(n-2).n-3)..[n-(p-1)] ou

Ar=A,, = n(n-1).(n-2).(n-3)...(n-p+1)

Multiplicando numerador e denominador por (n — p)!,
vem:

n(n—1)(n—2)....(n—=p + 1)(n—p)!

AP=pA =
n n,p
(n—p)!
p n!
A=A = 427 |
Logo: n n,p
(n—p)!
Resultados Imediatos:
0 1 n
A, =1 A, =n Al =n!

3. Combinagodes Simples

3.1. Definigao

Considere um conjunto com n elementos distintos

A= {al,az,a3, ......... an}.

Combinagdes Simples de n elementos tomados p a p sao

subconjuntos formados por p (p < n) elementos distintos
de A.

Notagdes: Cﬁ ouC,,

Exemplo: Considere o conjunto A={a,b,c,d} . Escreva

todos as combinagdes de 2 elementos obtidos entre os 4
elementos de A.

Pela definicdo, as combinagdes de 4 elementos tomados 2
a 2 sdo todos os subconjuntos de A com 2 elementos (para
simplificar, ndo vamos escrever os elementos dos
subconjuntos entre chaves). Assim:

G
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Combinagdes (subconjuntos):

ab ac ad bc bd cd
Assim, o total de combinag¢des de 4 elementos tomados 2

a2é6.Escrevemos C,, =6 ou Ci=6.

Como ja foi dito, o que nos interessa nos exercicios de
andlise combinatéria é, essencialmente, calcular a
totalidade dos agrupamentos e ndo apresentar a listagem
dos mesmos. Isto quer dizer que precisamos “desenvolver”
(ou melhor, apresentar) uma férmula para o calculo das
combinagdes de NN elementos tomados P a p.

3.2. Calculo do niimero de combinagdes simples

Considere, inicialmente, o conjunto A = {al,az,a3,...,an}

com exatamente n elementos distintos. Cada subconjunto
formado por p elementos de A resulta em p! sequéncias
ordenadas (arranjos) desses mesmos elementos. Deste
modo, podemos estabelece a seguinte relagao:

AP p n!
P__n cC=C =——
C, = ol ou n np (n—p)!p!
Resultados Imediatos:
=1 C’ =n =1

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1) As5 finalistas do concurso para Miss Universo sdo: Miss
Brasil, Miss EUA, Miss Australia, Miss Filipinas e Miss
Venezuela. De quantas formas os juizes poderdo
escolher os trés primeiros lugares neste concurso?

Solugao:

Podemos dizer que cada resultado é uma sequéncia da
forma (12 lugar, 22 lugar, 32 lugar). Por exemplo, (Brasil,
EUA, Australia), (EUA, Filipinas, Venezuela), (Australia,
Brasil, Japdo), etc. Entdo o total de sequéncias procurado
é:
! 1
A, = st 5.4.3.2! _
(5-3)! 2!

60 .

Ratificando que usamos arranjo visto que a ordem que
escolhemos os elementos é relevante.

2) Quantas vitaminas, contendo exatamente 3 frutas,
podemos formar se dispomos de 8 frutas diferentes?
’ ==

Solugao
Vamos supor que as nossas 8 frutas sejam
A,B,C,D,E,F,G e H. Uma possivel vitamina é dada pelo
grupo ABC; uma outra pelo grupo ABD. Veja ainda que
a vitamina ACB é a mesma que a vitamina ABC, pois é
irrelevante a ordem em que as frutas sao colocadas no

liquidificador. Isto significa que cada vitamina pode ser
considerada como um subconjunto de 3 elementos,
isto €, uma combinacdo de 3 elementos. O total entdo

8l

é dado por Cg, = m =56

Abaixo segue um resumo do que foi estudado.
Arranjos simples
Agrupamentos que diferem:

e Pela natureza dos elementos componentes:
e Pela ordem dos elementos:

n!

AP = N g
(n—p)!

n np

Combinagoes

Esses agrupamentos diferem apenas pela natureza dos
elementos componentes, mas ndo diferem pela ordem

p
ou c,=C

RICARDINHOMATEMATICAX.COM.BR
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01)

(Modelo Enem) Em uma festa havia 21 pessoas
presentes. Ao chegarem, cumprimentaram com um
aperto de mdo uma Unica vez cada uma das outras
pessoas. Quantos apertos de mdo ocorreram ao
todo?

a) 42
b) 84
c) 105
d) 210
e) 420

02) (Modelo Enem) Para concorrer a elei¢do a diretor e a

03)

vice-diretor de uma escola, hd 8 candidatos. O mais
votado assumird o cargo de diretor e o segundo mais
votado, o de Vvice-diretor. Quantas sdo as
possibilidades de ocupagdo dos cargos de diretor e
vice-diretor dessa escola?

a) 15
b) 27
c) 34
d) 56
e) 65

(Modelo Enem) Admita que certa cidade brasileira
tenha 8 canais de TV aberta, todos com transmissdes
diarias. Se uma pessoa pretende assistir trés dos oito
canais em um mesmo dia, ela pode fazer isso de x
maneiras diferentes sem levar em consideracdo a
ordem em que assiste os canais, e pode fazer de Yy
maneiras diferentes levando em consideragdo a
ordem em que assiste os canais. Sendo assim, y —X

éigual a

a) 112.
b) 280.
c) 224.
d) 56.

e) 140.

13

RICARDINHOMATEMATICAX.COM.BR



Professor @m relindu

04) (ENEM ) Como ndo sdo adeptos da pratica de esportes,
um grupo de amigos resolveu fazer um torneio de
futebol utilizando videogame. Decidiram que cada
jogador joga uma unica vez com cada um dos outros
jogadores. O campedo serd aquele que conseguir o
maior numero de pontos. Observaram que o niumero
de partidas jogadas depende do numero de jogadores,
como mostra o quadro:

fluantidade de 5 3 4 5 6 7
jogadores

NG d

Hmero 11 |3 |6 |10 |15 |21
partidas

Se a quantidade de jogadores for 8, quantas partidas
serdo realizadas?

a) 64
b) 56
c) 49
d) 36
e) 28

05) (ENEM ) Doze times se inscreveram em um torneio de
futebol amador. O jogo de abertura do torneio foi
escolhido da seguinte forma: primeiro foram sorteados
4 times para compor o Grupo A. Em seguida, entre os
times do Grupo A, foram sorteados 2 times para
realizar o jogo de abertura do torneio, sendo que o
primeiro deles jogaria em seu prdprio campo, e o
segundo seria o time visitante.

A quantidade total de escolhas possiveis para o Grupo A
e a quantidade total de escolhas dos times do jogo de
abertura podem ser calculadas através de

a) uma combinagdo e um arranjo, respectivamente.
b) um arranjo e uma combinacdo, respectivamente.
c) um arranjo e uma permutagdo, respectivamente.
d) duas combinacgdes.

e) dois arranjos.

06) (ENEM ) O ténis é um esporte em que a estratégia de
jogo a ser adotada depende, entre outros fatores, de o
adversario ser canhoto ou destro.

Um clube tem um grupo de 10 tenistas, sendo que 4
sdo canhotos e 6 sdo destros. O técnico do clube
deseja realizar uma partida de exibicdo entre dois
desses jogadores, porém, ndo poderdo ser ambos
canhotos.

Qual o numero de possibilidades de escolha dos tenistas
para a partida de exibigdo?

100 4!
21x 81 21 2!
1ot 4

gl 21
10!

21x 8!

c)

|
0 iaxa
41

|
e)§i+6x4
4!

07) (Modelo Enem) Um tanque de um pesque-pague
contém apenas 15 peixes, sendo 40% destes carpas.
Um usudrio do pesque-pague langa uma rede no
tanque e pesca 10 peixes. O numero de formas
distintas possiveis para que o usuario pesque
exatamente 4 carpas é:

a) 151200
b) 720
c) 210
d) 185
e) 1260

08) (ENEM ) Considere o seguinte jogo de apostas:

Numa cartela com 60 numeros disponiveis, um
apostador escolhe de 6 a 10 numeros. Dentre os
numeros disponiveis, serdo sorteados apenas 6. O
apostador sera premiado caso os 6 nimeros sorteados
estejam entre os numeros escolhidos por ele numa
mesma cartela.

O quadro apresenta o prego de cada cartela, de acordo
com a quantidade de numeros escolhidos.

RICARDINHOMATEMATICAX.COM.BR
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Projessor Rlearelnher _ o X pY.
oeffo Q[ ; M){EMI']}'\

uantidade de numeros &
ercoIItﬁdos em uma cartela Prego da cartela (R$) VI D EO A U I-A 6 6 e 6 7
. 2,00 Andlise Combinatéria

7 12,00 Permvutagoes
s 2000 CLIQUE NO LINK ABAIXO E ASSISTA A VIDEO AULA
10 250,00

Cinco apostadores, cada um com RS$500,00 para
apostar, fizeram as seguintes opgdes:

- Arthur: 250 cartelas com 6 numeros escolhidos;

- Bruno: 41 cartelas com 7 numeros escolhidos e 4
cartelas com 6 numeros escolhidos;

- Caio: 12 cartelas com 8 numeros escolhidos e 10

cartelas com 6 numeros escolhidos;

- Douglas: 4 cartelas com 9 numeros escolhidos;

- Eduardo: 2 cartelas com 10 numeros escolhidos.

Os dois apostadores com maiores probabilidades de

| ]
serem premiados sdo E J E
| ]

a) Caio e Eduardo.

b) Arthur e Eduardo.
c) Bruno e Caio.

d) Arthur e Bruno.

e) Douglas e Eduardo.

AULA 67

=] F

Permutagcdo é um caso particular de arranjo. Além
disso o termo permuta¢do é bastante sugestivo e neste
sentido o que iremos fazer nesta segdo €, essencialmente,
permutar (trocar) as posicdes de elementos de um
conjunto dado.

Definicdo: “ Seja E um conjunto com n elementos, isto €,
E={a,,a,,a,,..,a,} . Chamamos de Permutagdo Simples

dos n elementos de E a qualquer sequéncia formada pelos
n elementos distintos de E.”

Permutagdes Simples de n elementos sdo arranjos simples
de n elementos tomados n a n.

Notagdo: Pn

GABARITO - AULAS 64 e 65

1)d 2)d 3)b 4)e
6) a 7)e 8)a
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Calculo do niumero de permutagdes simples

Sabendo que as permutagGes simples de n elementos sdo
arranjos simples de n elementos tomados n a n, vem que:

P, =Al =n(n-1).(n-2).(n-3)...2.1

n

ou

P =nl

O que sdo Anagramas?

Anagrama é uma espécie de jogo de palavras,
resultando do rearranjo das letras de uma palavra ou
expressao para produzir outras palavras ou expressoes,
utilizando todas as letras originais exatamente uma vez.

EXERCICIO RESOLVIDO

Com relagdo a palavra LIVRO, calcule:
O total de anagramas;
O total de anagramas que comeg¢am com a letra R;
O total de anagramas que comegam por vogal;
O total de anagramas que apresenta as vogais juntas.

o0 oo

Resolugdo

a) Um anagrama da palavra LIVRO é qualquer
sequéncia, com ou significado, das 5 letras dessa
palavra. Podemos listar alguns desses anagramas:

LOVRI, OILVR, LIVRO, ROLIV, etc.
Fica claro entdo que cada anagrama é uma permutacdo das

5 letras. O total é dado por P, = 51=120.

b) Como os anagramas devem comegar pela letra R,
vamos fixa-la na primeira casa. Fazendo isso, é
facil ver que as 4 letras restantes podem ocupar
as 4 ultimas casas. Temos assim a permutacdo de

4 letras, cujo total ¢ P, = 41=24

LIVRO

c) Esta é uma situagdo semelhante a do item b.
Porém, aqui temos que separar em dois casos,
fixando inicialmente a vogal | e depois a vogal O.
Em seguida, somamos essas quantidades para
obter o resultado desejado.

12 caso: comegando com a vogal |

22 caso: comegando com a vogal O
LIVRE

R=41=24

Logo, o total de anagramas que comegam por
vogal é 24 + 24 = 48.

d) Vamos listar alguns dos anagramas que nos
interessam:

O fundamental nesse exercicio é perceber que as vogais | e
0, juntas, “funcionam” como se fossem um Unico “objeto”
que troca de ordem com os demais “objetos” L, V e R (note
qgue nos exemplos listados acima o objeto IO ocupou a
segunda posi¢cdo, depois a primeira, a terceira e a quarta
posicdo, respectivamente). Temos assim a permutagdo de

4 elementos, cujo total ¢ P, = 24 .

No entanto, esse raciocinio foi feito apenas para as vogais
juntas e na ordem 10. Como ndo foi estipulada a
ordem em que as vogais devem ficar juntas, devemos
considerar também considerar a ordem OI. Neste
caso, é evidente que o resultado também serd 24.
Logo, o total de anagramas que apresenta as vogais
juntas é 24 + 24 = 48 ou P2.P4

PERMUTACOES COM ELEMENTOS REPETIDOS

Permutag¢des com elementos repetidos

Até agora trabalhamos com permutagdes simples,
onde nao harepeticdo de elementos (elementos distintos).
Mas, vamos supor que seja dado um grupo de n elementos,
sendo que um desses elementos aparega o vezes, outro
elemento aparega 3 vezes, um outro elemento aparega &
vezes e assim por diante. O numero de permutagdes
desses n elementos sera a divisdo do fatorial do numero
total n de elementos pelo produto dos fatoriais dos
numeros de vezes que cada elemento aparece (ja que as
trocas de posi¢des entre elementos iguais ndo resultam em
uma nova permutacdo). Entdo:

paBd,._ M
" al B3l
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EXERCICIOS RESOLVIDOS

1) Quantos anagramas existem com as letras da palavra
ARARAS?

Temos que n =6, o = 3 (letra A aparece 3 vezes) e =2
(letra R aparece 2 vezes), logo:

! | \
P“BS __n = P63,2: 6! - Pé;,z _ 6.5.4.3!
al pt.o! 3.2 21

= [P3%=60

2) A Figura representa o mapa de uma cidade ficticia na qual ha
nove ruas na diregdo vertical e cinco ruas na dire¢do horizontal.
Para ir do ponto A até o ponto B, os deslocamentos permitidos
sdo sempre no sentido Oeste-Leste (D) e/ou Sul-Norte (C),
como exemplificado na Figura abaixo, respectivamente, pelas
letras D (direita) e C (para cima). Nestas condi¢des existem
guantos caminhos diferentes para ir do ponto A até o ponto B?

D D B

o} » £

D.| pjo ¢
Ie

>
gigc |
\
\
\

Solugdo:
Note que para ir do ponto A até o ponto B tem-se 12
passos (8D + 4C)

Entdo, cada trajetoria possivel, € uma sequéncia de 12
elementos sendo “8D” e “4C”".

12!
Logo: p&* = i an 495

3) Quantas sdo as solugdes inteiras e ndao negativas da
equagdo x+y+z=4"?

Solugdo:
Algumas solugdes dessa equagdo sdo, por exemplo, as
triplas (2,1,1), (1,2,1), (3,1,0), etc. Vamos fazer a
seguinte convencdo: o numero 1 serd indicado por *,
o numero 2 por **, o nimero 3 por *** e 0 nimero 4
por **** 'O nimero zero nao sera representado por
nenhum simbolo. Dessa maneira, a solugdo (2,1,1)
pode ser representada por

*Ep*L* | pois 2+1+1=4;
a solucdo (1,2,1) pode ser representada por

*¥1*¥*1* pois 1+2+1=4 e
a solucdo (3,1,0) por

*EEL* pois 3+1+0=4.

Percebemos com isso que cada solugdo é uma
sequéncia de 4 asteriscos (*) e 2 sinais de mais (+). Em
outras palavras, cada solugdo é uma permutacdo de 6
simbolos, sendo que um deles aparece 4 vezes e o
outro 2 duas vezes. Portanto o total de solu¢bes da
equagdo X+y+z=4 édado por

AV 4

MA’EMgM
gz_%_ls
PERMUTACAO CIRCULAR
C B A D
QY Q) Q) @
R D C B
Permutacdo circular é um tipo
de permutacdo composta por um ou

mais conjuntos em ordem ciclica. Ocorre quando temos
grupos com n elementos distintos formando uma
circunferéncia.

A quantidade de permutagGes circulares de um
conjuntos com n objetos (distintos) é o numero de
maneiras de coloca-los ao redor de um circulo, de forma
que disposi¢des que coincidam pela aplicagdo de uma
rotagdo sejam consideradas iguais. O numero de
permutagdes circulares de n objetos é dado pela férmula:

_n_!:n(n—l)!z B
Pn_n N (n—1)!

Exemplo: De quantas maneiras podemos organizar uma
roda com 5 criangas?

o
S8 Py

Solugao:

P =(5-1)l=41=24

G
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Se os personagens da histéria em quadrinhos acima
continuassem permutando as letras, com o objetivo
de formar todos os anagramas possiveis, eles
obteriam mais:

a) 718 anagramas.
b) 360 anagramas.
c) 720 anagramas.
d) 362 anagramas.
e) 358 anagramas.

01) (Modelo Enem) O nimero de candidatos inscritos para
realizagdo do ultimo vestibular de verdo, em um
determinado curso, corresponde ao numero de
anagramas da palavra VESTIBULAR que comegam por

VE e terminam por AR. Esse niimero é igual a: 03) ( ENEM ) Um cliente de uma videolocadora tem o

habito de alugar dois filmes por vez. Quando os
a) 120 devolve, sempre pega outros dois filmes e assim
sucessivamente. Ele soube que a videolocadora

b) 240. ) o

¢) 360 recebeu alguns lancamentos, sendo 8 filmes de acdo,
d) 540' 5 de comédia e 3 de drama e, por isso, estabeleceu
0) 720' uma estratégia para ver todos esses 16 lancamentos.

Inicialmente alugard, em cada vez, um filme de agdo e
um de comédia. Quando se esgotarem as
possibilidades de comédia, o cliente alugara um filme
de acdo e um de drama, até que todos os lancamentos
sejam vistos e sem que nenhum filme seja repetido.

02) (Modelo Enem) Mauricio de Sousa, criador de uma
famosa revista com histérias em quadrinhos, baseou a
criacdo de seus personagens em amigos de infancia e
nos filhos, conferindo a cada um deles caracteristicas
distintivas e personalidades marcantes. A turma da
Monica e todos os demais personagens criados pelo
escritor estdo ai, com um tipo de mensagem
carinhosa, alegre, descontraida e até matematica,
dirigida as criangas e aos adultos de todo o mundo.

De quantas formas distintas a estratégia desse cliente
podera ser posta em pratica?

a) 20x8!+(3!)?
b) 8!x5Ix 3!
) 8Ix5Ix 3!
o GO
28
8Ix5Ix 3!
d) 7z 48
2

04) (Modelo Enem) Na figura a seguir, as linhas horizontais
e \Verticais representam ruas e os quadrados
representam quarteirdes. A quantidade de trajetos de
comprimento minimo ligando A a B é:

B

Interbits®

A
a) 40.320
b) 6.720
c) 256

d) 120

e) 56
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05) (ENEM ) Jodo mora na cidade A e precisa visitar cinco
clientes, localizados em cidades diferentes da sua.
Cada trajeto possivel pode ser representado por uma
sequéncia de 7 letras. Por exemplo, o trajeto
ABCDEFA, informa que ele saira da cidade A, visitando
as cidades B, C, D, E e F nesta ordem, voltando para a
cidade A. Além disso, o numero indicado entre as
letras informa o custo do deslocamento entre as
cidades. A figura mostra o custo de deslocamento
entre cada t;ma das cidades.

E i

Como Jodo quer economizar, ele precisa determinar
qual o trajeto de menor custo para visitar os cinco
clientes. Examinando a figura, percebe que precisa
considerar somente parte das sequéncias, pois os
trajetos ABCDEFA e AFEDCBA tém o mesmo custo. Ele
gasta 1 min30s para examinar uma sequéncia e
descartar sua simétrica, conforme apresentado.

O tempo minimo necessario para Jodo verificar todas
as sequéncias possiveis no problema é de

a) 60 min.
b) 90 min.
c) 120 min.
d) 180 min.
e) 360 min.

06) ( ENEM ) Para cadastrar-se em um site, uma pessoa
precisa escolher uma senha composta por quatro
caracteres, sendo dois algarismos e duas letras
(maidsculas ou minusculas). As letras e os algarismos
podem estar em qualquer posi¢do. Essa pessoa sabe
gue o alfabeto é composto por vinte e seis letras e que
uma letra mailscula difere da mindscula em uma
senha. O numero total de senhas possiveis para o
cadastramento nesse site é dado por
a) 102 - 262
b) 102 .522

|
¢) 102.522. &
21

I
d) 102 . 262 A
21.21

|
e)102.522. 4

07) (ENEM ) O setor de recursos humanos de uma empresa
vai realizar uma entrevista com 120 candidatos a uma
vaga de contador. Por sorteio, eles pretendem atribuir
a cada candidato um numero, colocar a lista de
numeros em ordem numeérica crescente e usa-la para
convocar os interessados. Acontece que, por um
defeito do computador, foram gerados nimeros com
5 algarismos distintos e, em nenhum deles,
apareceram digitos pares. Em razdo disso, a ordem de
chamada do candidato que tiver recebido o nimero
75913 é

a) 24
b) 31
c) 32
d) 88
e) 89

08) ( ENEM ) Uma familia composta por sete pessoas
adultas, apds decidir o itinerario de sua viagem,
consultou o site de uma empresa aérea e constatou
gue o voo para a data escolhida estava quase lotado.
Na figura, disponibilizada pelo site as poltronas
ocupadas estdo marcadas com X e as Unicas poltronas
disponiveis sdo as mostradas em branco.

XIXXXX NXXXXOXKRXXX
NXXXN NOXXRNXXON|| [©
XIXXXN NXXXXXIOXIXX
XXXNN NKXXROXXNKNKOX
XIXIXXNX NXXXXXOXXXNX||
XXIXXIX  XXOXXXXCOXX

O numero de formas distintas de se acomodar a familia
nesse voo é calculado por

GABARITO — AULAS 66 E 67

1)e 2)e 3)b 4)e
6) e 7)e 8)a

21.2!
G
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VIDEO AULA 48
Probabilidades

Conceitos Iniciais

Professor @m relindu

CLIQUE NO LINK ABAIXO E ASSISTA A VIDEO AULA

1. Conceitos Iniciais
Considere os seguintes experimentos:
1. Queda livre de um corpo;

(0]

8 1

2. Ebulicdo da dgua ao aquecé-la.

Nos experimentos acima podemos fazer previsdo
sobre a velocidade com que um corpo atingira o solo, saber
a que temperatura a dgua entra em ebuli¢do. Esse tipo de
experimento é denominado experimento deterministico.

Um Experimento Deterministico é aquele cujo
resultado pode ser determinado antes da sua realizagdo.

Considere agora os experimentos:

1. Retirada de uma carta de um baralho;

2.

3. Langamento de um dado.

-*...
™
- &
@l ('@
e® 'I ®

Nesses experimentos, ao retirarmos por exemplo uma
carta do baralho uma ou mais vezes, ndo podemos prever
a carta obtida, sabemos apenas os possiveis resultados.
Vocé ndo pode também determinar qual face de um dado
ficara voltada para cima antes do lancamento do dado ou
determinar quais nimeros serdo sorteados no proximo
concurso da Mega Sena. Esse tipo de experimento é
denominado experimento aleatério.

Experimento Aleatdrio é todo experimento que
realizado repetidas vezes sob as mesmas condigdes,
apresenta resultados variados, impossibilitando uma

RICARDINHOMATEMATICAX.COM.BR
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1.1. Espa¢o Amostral

O Espago Amostral, que simbolizaremos pela letra U,
é o conjunto de todos os resultados possiveis de um
experimento aleatério. Representaremos o espago
amostral pela letra U e o seu nimero de elementos por
n(U).

Exemplos:

1) Veja que apesar de ndo podermos determinar que
face ficara voltada para cima no langamento de
um dado, ainda assim podemos listar todos os
possiveis resultados, ou seja, determinar o espago
amostral desse experimento.

Espaco amostral: U={1,2,3,4,5,6} ;n(U)=6

2) No langamento de uma moeda, o conjunto de
todos os resultados possiveis é:

Espaco amostral: U= {cara,coroa}; n(U)=2

3) Quando langamos dois dados, um branco e um
vermelho, qual o espago amostral?
Vamos representar cada resultado como um par
ordenado (B,V), onde o primeiro niimero do par
representa o resultado do dado branco e o
segundo do dado vermelho. Assim, por exemplo,
o par (2,6) significa que ocorreu 2 na face do dado
branco e 6 no dado vermelho. Assim, os
elementos do espago amostral sdo descritos

abaixo:
D2 1 2 3 4 5 6
D1
1 (1,1) 1,2) (1,3) (1, 4) (1, 5) (1, 6)
2 2, 1) (2,2) (2, 3) (2, 4) (2, 5) (2, 6)
3 (3,1) (3,2) (3,3) (3, 4) (3,5) (3, 6)
4 (4, 1) 4,2) (4, 3) (4, 4) (4, 5) (4, 6)
5 (5, 1) (5,2) (5, 3) (5, 4) (5, 5) (5, 6)
6 6, 1) 6,2) (6, 3) (6, 4) (6, 5) (6, 6)

1.2. Evento

Evento é qualquer subconjunto de um espago amostral.
Representaremos o espago amostral pela letra A e o seu
numero de elementos por n(A).

Observe o exemplo:

\V 4

i
Mk’{fMﬁ' A

Langamos um dado e observamos a face voltada para cima.
Ja sabemos que o espago amostral desse experimento é

U={1,2,3,4,5,6}. Suponha que estejamos interessados

na:
a) Ocorréncia de um nimero par.

Vamos descrever estes resultados que nos interessam
através do conjunto A:{2,4,6} , que sera chamado de

Evento A. Note que A é subconjunto de U.

b) Ocorréncia de um nimero primo.
Como no item anterior, temos aqui mais um evento, que

chamaremos de evento B. Assim B={2,3,5}

c) Ocorréncia de um nimero maior do que 7.

Um evento desse tipo costuma ser chamado de evento
impossivel e é representado pelo conjunto vazio .

d) Ocorréncia de um nimero menor do que 10.

Vamos chamar este evento de C. E claro que
C={1,2,3,4,5,6} . Como este evento é igual ao espago

amostral, ele serd chamado de evento certo.

d) Ocorréncia de um nimero maior do que 5.
Temos aqui o evento D={6} , formado por um dunico

elemento. Eventos representados por conjuntos unitarios
sdao chamados de eventos elementares.

IMPORTANTE!

Evento unido: é a reunido de dois eventos;
Evento intersec¢do: é a interseccdo (elementos em
comum) de dois ou mais eventos.

Ainda no exemplo anterior, considere os eventos:

5) E —>ocorréncia de um ndmero par
.E={2, 4, 6}

6) F — ocorréncia de um nimero primo
~F={2,3,5}

Evento unido: EUF={2,3,4,6}
Evento intersec¢do: ENF={2}

21
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2. Conceito de Probabilidade

Ndo podemos prever com antecedéncia se
determinado evento de um experimento aleatdrio vai ou
nao ocorrer. No entanto, podemos atribuir ao evento um
ndmero que represente a chance de sua ocorréncia. Esse
ndmero é que serd chamado de probabilidade.

Seja A o espago amostral finito de um
determinado experimento aleatdrio. Suponha que este
espaco amostral seja equiprovdvel, isto é, que todos os
eventos elementares (conjunto unitario), tenham iguais
chances de ocorrer. Sendo assim, a Probabilidade de
ocorrer um determinado evento A, que representamos por
P(A) , é dada pela férmula:

_n(A)
T n()

P(A)

em que n(U) representa o niumero de elementos do
espaco amostral U.

A férmula acima basicamente nos diz que uma
probabilidade nada mais é do que o quociente entre o
nuimero de situagdes que nos interessam no experimento
e o numero de resultados possiveis do experimento, isto é,

- nl'lmero de casos que interessam
Probabilidade = g

numero de casos possiveis

Observagoes:

e Quando P(A) = 1, dizemos que o evento é certo.
e Quando P(A) = 0, dizemos que o evento é
impossivel.
e E usual representarmos uma probabilidade na
forma de porcentagem. Por exemplo:
_n(A) 2

P(A) =2-0,4=40%
nU) 5

Exercicios Resolvidos

1) No langamento de um dado, qual a probabilidade de a
face voltada para cima ser um ndmero impar?

< - =

\V 4

i
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Solugdo:

a) Nesta experiéncia o espago amostral é o conjunto
U ={1,2,3,4,5,6} logon(U) =6.
impar”

b) O evento “sair numero é o conjunto

A={1, 3,5}, logon(A)=3

c) A probabilidade de ocorrer o evento é
oy A _3_1
nU 6 2

1
Resposta: P(A)= E ou P(A)=50%

2) Uma urna contém 6 bolas vermelhas e 4 bolas azuis.

Se uma bola dessa urna é retirada ao acaso, qual a
probabilidade de se obter uma bola azul?

Solugdo:
6 bolas vermelhas

Espaco Amostral U: { =n(U)=10

4 bolas azuis

Evento A: bola azul =n(A)=4

A probabilidade de ocorrer o evento é
oayiB) 4 2
nU) 10 5

2
Resposta: P(A)= E ou P(A) =40%

3) De um baralho de 52 cartas extraimos uma carta. Qual
a probabilidade de que a carta seja um rei, sabendo que ela
é uma figura?
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Solugdo:
Note que o espago amostral desse experimento ndo é o
conjunto das 52 cartas. Com a informagdo de que a carta é
uma figura, o espago amostral serd formado pelas 12
figuras do baralho. Como existem 4 reis, a probabilidade
4 1
serd P(A)=—==.
12 3
Probabilidades como essas sdo denominadas

probabilidades condicionadas e sera assunto do mddulo
77.

3. Calculo do nimero de elementos de
um espago amostral

Apesar de ser essencial termos em mente como
sdo os elementos do espago amostral de um experimento,
em geral ndo faremos a listagem dos mesmos; nos
preocuparemos mais em saber quantifica-los..

O numero de elementos de um espago amostral
de um experimento pode ser calculado usando os
conceitos vistos em analise combinatdria. Observe os
exemplos abaixo:

1) Calcule o nimero de elementos do espago amostral
correspondente ao numeros obtidos no lancamento de
dois dados.

Resolugdo:
Langcando um mesmo dado duas vezes ou lancando dois
dados diferentes, o espago amostral sera o mesmo

D2 1 2 3 4 5 6
D1
1 (1,1) 1,2) (1, 3) (1,4) (1, 5) (1, 6)
2 2,1) 2,2) (2, 3) (2, 4) (2, 5) (2, 6)
3 (3, 1) (3,2) (3,3) (3, 4) (3, 5) (3, 6)
4 (4,1) 4,2) (4, 3) (4, 4) (4, 5) (4, 6)
5 (5, 1) (5,2) (5, 3) (5, 4) (5, 5) (5, 6)
6 6, 1) 6, 2) (6, 3) (6, 4) (6, 5) (6, 6)

Repare que se a intencdo é definir apenas a quantidade de
elementos poderiamos usar o principio fundamental da
contagem:

6 . 6 =36| Logon(U)=36.
1°dado 22dado

2) De um baralho de 52 cartas extraimos duas
sucessivamente e sem reposi¢cdo. Calcule a probabilidade
de ambas serem valetes?

Resolucdo:
Eis aqui um exemplo onde “ndo é de bom senso” tentar
listar os elementos do espago amostral. Alguns deles sdo

\V 4

i
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U= {(3copas,2paus);(60uro,dama espada);(rei paus, 5paus); }

Veja que cada elemento do espago consiste num grupo de

duas cartas extraidas dentre as 52. Esta claro também que

a ordem em que as duas cartas sdo extraidas ndo tem a

menor importancia. Portanto, o total de casos possiveis é
52!

nU)=C, = m =1326

3) Determinar o niumero de elementos do espago amostral
relativo a escolha de um nimero de 2 algarismos distintos,
formado a partir dos algarismos 3, 4, 5, 6, 7, 8.

Resolugdo: A quantidade de numeros de 2 algarismos
distintos que podemos formar a partir de 6 algarismos
disponiveis é dada por um arranjo de 6 elementos tomados

2 a 2. logo:
, 6l .
A; =—=30 Entdon(U)=30
4]

4) Dé o numero de elementos do espago amostral relativo
a escolha de um anagrama da palavra BOLA.

Resolugdo: A quantidade de anagramas que podemos
formar com as letras da palavra BOLA é dada pela

permutacgdo das 4 letras, ou seja:

P,=41=24 Entdon(U)=24

Exercicios Resolvidos

4) Uma comissdo sera formada por 3 pessoas sorteadas

entre 5 homens e 4 mulheres. Escolhida uma comissao
ao acaso, qual a probabilidade de nessa comissdo
terem apenas mulheres?

Solugao:

a) Nesta experiéncia o espago amostral é o total de
comissdes formadas por 3 pessoas a partir de 9
disponiveis, ou seja:

;9!
3=— =84
3l6!
logo n(U) = 84.
b) O evento “comissdo sé com mulheres” é dado por:
s_ 4
MRETEY
logon(A)=4
c) A probabilidade de ocorrer o evento ¢é
A 4 1
nU) 84 21

G
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Resposta: P(A)=—

5) Considere todos os numeros naturais de 3 algarismos
distintos que se podem formar com os algarismos do
conjunto K={1,2,3,4,5,6,7}. Escolhendo um deles,
aleatoriamente, qual é a probabilidade de sair um
numero multiplo de 5?

Solugao:

a) O espaco amostral é o total de numeros com 3
algarismos distintos formados a partir de K, ou seja:

I
???—>A§=1:21o
T 4!
logo n(U) = 210.
b) O evento “numero multiplo de 5” é dado por:
6!
??5—>A2 =—=30
T 4l
logo n(A) =
c) A probabilidade de ocorrer o evento ¢é
pa) A 30 1
nU) 210 7

Resposta: P(A)=—

3) Dois dados, um azul e outro vermelho, sdo langados

simultaneamente.

Qual a probabilidade de a soma das faces voltadas para
cima ser maior do que 7?

Solugao:

a) O espagco amostral pode ser dado pelo principio
fundamental da contagem:

6 . 6 =36
- ~
12dado 2°dado

Logo n(U) =
Abaixo estdo as 36 possibilidades:

Dado 1

6
1,6
29
(3,6
4,5)
(5.6
(6,6)

5
L5)
(2,5)
(3.9
“5)
(5,5)
(6.5)

4
149
24)
(4
44
G4
6.4)

3
13
(23)
G3)
“3)
(53)
(6,3)

2
(1,2)

(32)
@42
(5:2)
(6,2)

1
(%))
1)
(X))
4.1)
G.1
((AY)

Dado 2

| Wb W hee

it
MATE
7\

b) O evento “soma maior do que 7” é dado analisando o
quadro abaixo:

Qadol ] ]
1 2 3 4 5 6
1 [yl @2a| w3 @e w5 (e
2 [(21)](22)](23)](24) ] (25 |(26)
padoz | 3 [(31)[(3,2) ] (3,3) ] (3,4) [(35) ] (36)
4 1(41)|(42)](43) | (44 | (45) | (46)
5 [(510]62]63)](54](55) ]| (56
6 [(61)](62)](63)](64)](65)|(66)
Veja que n(A) =
c) A probabilidade de ocorrer o evento é
A 1
p(A):_n( )_15_5
nU) 36 12

Resposta: P(A)=—

SAIBA MAIS!

Qual dos seguintes grupos de 6 nimeros vocé acha mais
“interessante” para jogar na Mega Sena: 02, 08, 21, 44, 56
e 59 ou 01, 02,03, 04, 05 e 06?

Seguramente vocé jamais jogaria no segundo grupo, por
achar totalmente improvavel que esses nimeros venham
a ser sorteados. Para seu espanto, fique sabendo que do
ponto de vista da matematica, a chance do primeiro grupo
ser sorteado é exatamente igual a chance do segundo.

As chances da Mega Sena

Se alguém fizer a aposta minima que custa hoje R$3,50 que
chance tem de ganhar?

Solugdo:
a) Nesta experiéncia o espago amostral é o total de
combinacdes diferentes que podemos obter com 6
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nimeros a partir de 60 disponiveis, ou seja:

. 60!
€ =——=50063860

© salel
logo n(U) =50 063 860.
b) O ganhador acertard a mega sena se os seis numeros

escolhidos por ele coincidirem com os seis numeros
sorteados, sendo assim:

logon(A)=1;
c) A probabilidade de ocorrer o evento é
A 1
P(A):M:—;O,OOOOOZ%
n(U) 50063860

= T e,

01) (ENEM ) Em uma central de atendimento, cem pessoas
receberam senhas numeradas de 1 até 100. Uma
das senhas é sorteada ao acaso.

Qual é a probabilidade de a senha sorteada ser um
nimerode 1 a 207

a) —
100

19
®) 100

02) ( ENEM ) Todo o pais passa pela primeira fase de
campanha de vacinagdo contra a gripe suina (HIN1).
Segundo um médico infectologista do Instituto Emilio
Ribas, de Sao Paulo, a imunizagdo “deve mudar”, no
pais, a histéria da epidemia. Com a vacina, de acordo
com ele, o Brasil tem a chance de barrar uma
tendéncia do crescimento da doenga, que ja matou 17
mil no mundo. A tabela apresenta dados especificos
de um Unico posto de vacinagao.

Campanha de vacinagdo contra a gripe suina

Datas da X Quantidade de
vacinagdo | PUDKOANO | pessoas vacnadas
8a19¢e Trababhadores da savde 42
—.margo | eindigenas
22demarco a | Portadores de doencas 22
2 de abril crénicas
Adultos saudiveis entre
5 a 23 de abxil 20 ¢ 29 anos 56
24 de abril a Populacio com mais de 30
7 de maio 60 anos
10 a 21 de Adultos saudavels entre 50
Mo 30639 anas

Disponivel om: MipsAeng tarma com by, Acesso om: 26 ate. 2010 (adaptado

Escolhendo-se aleatoriamente uma pessoa atendida
nesse posto de vacinagdo, a probabilidade de ela ser
portadora de doenca crénica é

a) 8%.
b) 9%.
c) 11%.
d) 12%.
e) 22%.
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03) ( ENEM ) Um projeto para incentivar a reciclagem de
lixo de um condominio conta com a participagdo de um
grupo de moradores, entre criangas, adolescentes e
adultos, conforme dados do quadro.

Participantes Numero de pessoas
Criangas X

Adolescentes 5

Adultos 10

Uma pessoa desse grupo foi escolhida
aleatoriamente para falar do projeto. Sabe-se que a
probabilidade de a pessoa escolhida ser uma crianca
é igual a dois tergos.

Diante disso, o numero de criangas que participa
desse projeto é

a) 6.
b) 9.
c) 10.
d) 30.
e) 45.

04) ( ENEM ) O gerente do setor de recursos humanos de
uma empresa estd organizando uma avaliagdo em que
uma das etapas é um jogo de perguntas e respostas.
Para essa etapa, ele classificou as perguntas, pelo nivel
de dificuldade, em facil, médio e dificil, e escreveu cada
pergunta em cartdes para colocagdo em uma urna.
Contudo, apds depositar vinte perguntas de diferentes
niveis na urna, ele observou que 25% deles eram de
nivel facil. Querendo que as perguntas de nivel facil
sejam a maioria, o gerente decidiu acrescentar mais
perguntas de nivel facil a urna, de modo que a
probabilidade de o primeiro participante retirar,
aleatoriamente, uma pergunta de nivel facil seja de
75%.

Com essas informagdes, a quantidade de perguntas de
nivel facil que o gerente deve acrescentar a urna é igual
a

a) 10.
b) 15.
c) 35.
d) 40.
e) 45.

\V 4
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05) (ENEM ) Em uma reserva florestal existem 263 espécies

de peixes, 122 espécies de mamiferos, 93 espécies de
répteis, 1 132 espécies de borboletas e 656 espécies de
aves.

Se uma espécie animal for capturada ao acaso, qual a
probabilidade de ser uma borboleta?

a) 63,31%
b) 60,18%
¢) 56,52%
d) 49,96%
e) 43,27%

06) (ENEM ) Uma empresa aérea langca uma promogao de

final de semana para um voo comercial. Por esse
motivo, o cliente ndo pode fazer reservas e as poltronas
serdo sorteadas aleatoriamente. A figura mostra a
posicao dos assentos no avido:

&

A FNOT0OND0SF

ABC DEF

v \—,

Avido com 38 fileiras de poltronas.

Por ter pavor de sentar entre duas pessoas, um
passageiro decide que so viajara se a chance de pegar
uma dessas poltronas for inferior a 30%.

Avaliando a figura, o passageiro desiste da viagem,
porgue a chance de ele ser sorteado com uma poltrona
entre duas pessoas é mais aproximada de

a) 31%.
b) 33%.
c) 35%.
d) 68%.
e) 69%.
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07) ( ENEM ) José, Paulo e Antonio estdo jogando dados

nao viciados, nos quais, em cada uma das seis faces,
hd um numero de 1 a 6. Cada um deles jogara dois
dados simultaneamente. José acredita que, apos jogar
seus dados, os numeros das faces voltadas para cima
Ihe dardo uma soma igual a 7. Ja Paulo acredita que
sua soma serd igual a 4 e Antonio acredita que sua
soma sera igual a 8. Com essa escolha, quem tem a
maior probabilidade de acertar sua respectiva soma é

a) Antonio, ja que sua soma é a maior de todas as
escolhidas.

b) José e Antbnio, ja que ha 6 possibilidades tanto
para a escolha de José quanto para a escolha de
Antonio, e ha apenas 4 possibilidades para a
escolha de Paulo.

c) José e Antbnio, ja que ha 3 possibilidades tanto
para a escolha de José quanto para a escolha de
Antonio, e ha apenas 2 possibilidades para a
escolha de Paulo.

d) José, ja que ha 6 possibilidades para formar sua
soma, 5 possibilidades para formar a soma de
Antonio e apenas 3 possibilidades para formar a
soma de Paulo.

e) Paulo, ja que sua soma é a menor de todas.

08) (ENEM ) Um municipio de 628 km? é atendido por duas

emissoras de radio cujas antenas A e B alcangam um
raio de 10km do municipio, conforme mostra a figura:

10km A
]

Interbit

I
|
|
I
I
|
i Municipio
I

o
10 km

Para orcar um contrato publicitario, uma agéncia
precisa avaliar a probabilidade que um morador tem
de, circulando livremente pelo municipio, encontrar-se
na area de alcance de pelo menos uma das emissoras.

Essa probabilidade é de, aproximadamente,

a) 20%.
b) 25%.
c) 30%.
d) 35%.
e) 40%.

\V 4
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09) ( ENEM ) Para analisar o desempenho de um método
diagndstico, realizam-se estudos em populagdes
contendo pacientes sadios e doentes. Quatro situagdes
distintas podem acontecer nesse contexto de teste:

1. Paciente TEM a doenga e o resultado do teste é
POSITIVO.

2. Paciente TEM a doencga e o resultado do teste é
NEGATIVO.

3. Paciente NAO TEM a doenga e o resultado do teste é
POSITIVO.

4. Paciente NAO TEM a doenca e o resultado do teste é
NEGATIVO.

Um indice de desempenho para avaliagdo de um teste
diagnéstico é a sensibilidade, definida como a
probabilidade de o resultado do teste ser POSITIVO se
o paciente estiver com a doenga.

O quadro refere-se a um teste diagndstico para a
doenga A, aplicado em uma amostra composta por
duzentos individuos.

Resultado do Doenga A

Teste Presente Ausente
Positivo 95 15
Negativo 5 85

Conforme o quadro do teste proposto, a sensibilidade
dele é de

a) 47,5%
b) 85,0%
c) 86,3%
d) 94,4%
e) 95,0%

GABARITO — AULA 68

1)c 2)c 3)d a)d 5)d
6)a 7)d 8)b 9)e

A
(e 27
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VIDEO AULA 69
Probabilidades

Uniao de probabilidades
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CLIQUE NO LINK ABAIXO E ASSISTA A VIDEO AULA

Probabilidade da unido de dois eventos

Sejam A e B eventos quaisquer de um espago amostral S.
Temos que:

|P(AUB) = P(A) +P(B)—P(A NB)|

Justificativa:

Considere os conjuntos A, Be U.

A B

Sabemos que: n(AWB)=n(A)+n(B)—n(ANB)
Dividindo a expressdo anterior por n(U) , temos:

n(AUB) _n(A)  n(B) n(ANB)
nU  nU) nU) n)

Entdo: P(AUB) =P(A)+P(B)—P(AMB)
Exercicios Resolvidos:

1) Uma urna contém bolas numeradas de 1 a 15.
Sorteando-se uma das bolas, qual é a probabilidade de
sair um namero par ou um nimero multiplo de 3?

hrd
: MKTEM, Il\

Resolugdo:

O espaco amostral é U={1,2,3,4,5,......15} —>n(U) =15
Eventos:

e QOcorréncia de um numero
A={2,4,6,8,10,12,14} —>n(A) =7

e Qcorréncia de um
B={3,6,9,12,15} —>n(A)=5

e ANB={6,12} >n(ANB)=2

par:

multiplo de  3:

P(A UB)=P(A)+P(B)—P(A NB)

2
P(AuB)=l+i——
15 15 15
P(AuB):E
15
2
P(AUB)=—
(AUB) 3

2) Em um grupo de 500 estudantes, 80 estudam
engenharia, 150 estudam economia e 10 estudam
engenharia e economia. Se um aluno é escolhido ao acaso,
qual a probabilidade de que ele estude economia ou
engenharia?

Solugdo:

Vamos chamar de A ao evento “estudar
engenharia” e de B ao evento “estudar economia”.
Recorrendo aos diagramas da teoria dos conjuntos
podemos organizar o seguinte esquema:

E

A B

©

P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB)

280

p(AUB):ﬂJFE_ﬂ
500 500 500
220 11
P(AUB)= 220 =
500 25

Observacdo: Dois eventos A e B sdo ditos mutuamente
exclusivos quando ndo possuem elementos em comum, ou
seja:SeANB=0.

Nesse caso temos que: |P(AUB) =P(A)+P(B)]
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3) No langamento de um dado qual a probabilidade de
ocorrer um nimero maior ou igual a 5 ou um nimero
menor que 3?

Resolugdo:

Nesse caso o espaco amostral é:
U={1,2,3,4,5,6} ->n(U)=6

e Ocorréncia de um numero maior ou igual a 5:
A={5,6} >n(A)=2

e Ocorréncia de um numero menor do que 3 :
B={1,2} >n(B)=2

e ANB=C — Ae B sio eventos mutuamente

exclusivos
P(A UB) =P(A)+P(B)—P(ANB)
3
P(AUB) = 2,2 _
6 6
2
P(AUB) = 3
SAIBA MAIS!

Quantas ...?

e Maneiras existem de rearrumar as 26 letras do
alfabeto?

Resposta: 403.291.461.126.605.635.584.000.000

e Maneiras existem de embaralhar um mago de cartas?

Resposta:
80.658.175.170.943.878.571.660.636.856.403.766.975.289.
505.440.883.277.824.000.000.000.000

Resposta:
43.252.003.274.489.856.000

Configuragdes diferentes pode ter um jogo de sudoku?

SUI
7]8
513
3]

2
aad

)(
2
0
5
3
0
9
7
1

2

poooooREn =

w|o|a| o sl < =[n[o
ol<|n e =]alela]e
~[n[s] w]wfo]o]=]=)
wlo|o] ao]=|m]<|w
Z[ofw < 5| »] o] o

6
9
2
1
a
8

wlw]e|=|~[>]

Resposta:

6.670.903.752.021.072.936.960

(Calculado por Bertram Felgenhauer e Frazer Jarvis, em
2005)

(Almanaque das curiosidades matematicas)
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01) (Fixando conteudo) Os bilhetes de uma rifa sdo

numerados de 1 a 100. A probabilidade de o bilhete
sorteado ser um nimero maior que 40 ou nimero par
é:

a) 60%
b) 70%
c) 80%
d) 90%
e) 50%

02) (Modelo Enem) O filme Jumanji (1995) é uma obra de

ficcdo que retrata a historia de um jogo de tabuleiro
magico que empresta seu nome ao longa-metragem.
O jogo é composto de dois dados distinguiveis de 6
lados, um tabuleiro com um visor de cristal no centro
e pecas que representam cada jogador. No filme, Alan
Parrish é um garoto que encontra o jogo em um local
de construgdo e o leva para casa. Assim que chega,
Alan convida Sarah Whittle, uma garota da
vizinhanga, para jogar. Quando Alan lanc¢a os dados,
aparece no visor a seguinte mensagem:

e ]
d

A

»

)
%)

k 2
’ > o)
Q) .
i . Adaptado de google.com.br

Alan entdo é sugado pelo visor de cristal e
transportado magicamente até a selva de Jumaniji.
Supondo que os dois dados do jogo sejam
independentes e honestos, assinale a alternativa que
apresenta, corretamente, a probabilidade de algum
jogador langar os dois dados e obter a soma de 5 ou
8, de modo a tirar Alan da selva.

a) 15%
b) 22%
c) 25%
d) 62%
e) 66%

03) ( ENEM ) Rafael mora no Centro de uma cidade e
decidiu se mudar, por recomendacdes médicas, para
uma das regides: Rural, Comercial, Residencial
Urbano ou Residencial Suburbano. A principal
recomendagdo médica foi com as temperaturas das
“ilhas de calor” da regido, que deveriam ser inferiores
a 31°C. Tais temperaturas sdo apresentadas no
grafico:

. PERFIL DA ILHA DE CALOR URBANA N

/ N\ - 33

% - \C - 32
88 —_ S\ 31

N\ 30
NSO

JI N
==
_-mli—lllﬁmn- afta aus Sla

Rural Comercial CENTRO Residencial  Residencial
Urbano Suburbano

Escolhendo, aleatoriamente, uma das outras regides
para morar, a probabilidade de ele escolher uma regido
que seja adequada as recomendagGes médicas é

a)1

Interbits®

D, S
Alw Ulw TN N O

o
—

o

04) (ENEM ) Numa escola com 1200 alunos foi realizada
uma pesquisa sobre o conhecimento desses em duas
linguas estrangeiras, inglés e espanhol.

Nessa pesquisa constatou-se que 600 alunos falam
inglés, 500 falam espanhol e 300 ndo falam qualquer
um desses idiomas. Escolhendo-se um aluno dessa
escola ao acaso e sabendo-se que ele nao fala inglés,
qual a probabilidade de que esse aluno fale espanhol?

a)
b)
<)
d)

e)

§|<.n ol MR ool N
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o Ri i MKTEM lir* %

Por que vive na rua?

Alcoolismo/drogas NG 36 %
DEELIICY KU
Problemas familiares [ NRNRRRRHESS 0%
05) ( ENEM ) Os estilos musicais preferidos pelos jovens Perda de moradia INEEEE 20
brasileiros sdo o samba, o rock e a MPB. O quadro a Decepgao amorosa [N 16%
seguir registra o resultado de uma pesquisa relativa a
preferéncia musical de um grupo de 1 000 alunos de
uma escola.
Alguns alunos disseram ndo ter preferéncia por
nenhum desses trés estilos.

Escolaridade

Interbits®

Superior completo ou incompleto | 1,4%
Médio completo ou incompleto [l 7,0%

Fundamental completo ou incompleto [ 55 7%
Nunca estudaram [ 15,1%

Preferéncia rOCk e Istoé, 7/5/2008, p. 21 (com adaptagdes).
rock | samba | MPB

musical samba No universo pesquisado, considere que P seja o

conjunto das pessoas que vivem na rua por motivos de

numero de alcoolismo/drogas e Q seja o conjunto daquelas cujo

200 | 180 200 | 70 motivo para viverem na rua é a decepgdo amorosa.

alunos Escolhendo-se ao acaso uma pessoa nho grupo

pesquisado e supondo-se que seja igual a 40% a

probabilidade de que essa pessoa faga parte do

Preferéncia | rocke | sambae | rock, samba conjunto P ou do conjunto Q, entdo a probabilidade
musical MPB MPB e MPB de que ela faca parte do conjunto intersecdo de P e Q
éigual a
ndmero de
60 50 20 a) 12%.
alunos b) 16%.
c) 20%.
d) 36%.
Se for selecionado ao acaso um estudante no grupo e) 52%.

pesquisado, qual é a probabilidade de ele preferir
somente MPB?

a) 2%
b) 5%
c) 6%
d) 11%
e) 20%

06) (ENEM ) Avida naruacomoelaé

O Ministério do Desenvolvimento Social e Combate a
Fome (MDS) realizou, em parceria com a ONU, uma
pesquisa nacional sobre a populacdo que vive na rua,
tendo sido ouvidas 31.922 pessoas em 71 cidades
brasileiras. Nesse levantamento, constatou-se que a
maioria dessa populagdo sabe ler e escrever (74%),

que apenas 15,1% vivem de esmolas e que, entre os

moradores de rua que ingressaram no ensino superior, GABARITO — AULA 69

0,7% se diplomou. Outros dados da pesquisa sdo

1)c 2)c 3)e 4) a

apresentados nos quadros a seguir.

G
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VIDEO AULA 70
Probabilidades

PROBABILIDADE DO EVENTO COMPLEMENTAR
PRODUTO DE PROBABILIDADADES

Professor @m relindu

CLIQUE NO LINK ABAIXO E ASSISTA A VIDEO AULA

1.

Probabilidade
complementar

do evento

Considere o seguinte experimento:

No lancamento de um dado de RPG numerado de 1 a 12,
determine a probabilidade de:

a) sairum numero primo;

b) de ndo sair um nimero primo.
Solugdo:

a) sair um numero primo: A ={2, 3, 5, 7, 11}. Visto que o
espaco amostral é U={1, 2, 3,4, 5, 6,...,12}, temos:
5

P(A)= —
12
b) ndo sair um numero primo: B={1, 4, 6, 8,9, 10, 12}:
7

Veja que nesse exemplo que:
5 7 12
P(A)+P(B)= —+—=-==1=100%
12 12 12

Nesses casos os eventos sdo ditos complementares, ou
seja, um dos eventos é a negac¢do do outro.

Notagao: A é evento complementar de A.

SN Y
: MKTEM, Il A

Generalizando:

Observe o diagrama abaixo juntamente com os eventos A
e Aem relagdo ao mesmo espago amostral U.

U

A

Visto que AUK =U, temos::

n(A)+n(A) =n(U)

Dividindo-se a igualdade acima por n(U), vem:
nU) " n(U)  n(U)

Assim:
P(A)+P(A) =1

2. Produto de Probabilidades

Sejam dois eventos A e B de um mesmo espaco amostral
U. A probabilidade de ocorrer A e B é dada por:

P(AB)=P(A).P(B/A)|

Em que:
e P(ANB)é a probabilidade de ocorrer A e B
simultaneamente.
e P(A) é a probabilidade de ocorrer A.
e P(B/A) é a probabilidade de ocorrer B, tendo
ocorrido A.

Observagao: P(B/A)=P(B), dizemos que a probabilidade
do evento B ocorrer independe do evento A ter ocorrido,
dizemos entdo, que A e B sdo eventos independentes, logo:
|P(AmB) = P(A).P(B)|

Exercicios Resolvidos:

1) (UERJ—RJ)

YEREDA TROPICAL Hani
EU TE AMO, DEIXA DE SER
MICROVLAR FALSO, ANDRACUR

. —_—

—_
e

A
(O Dia, 25:08/98)
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Professor @m relindu

Suponha haver uma probabilidade de 20% para uma
caixa de Microvlar ser falsificada. Em duas caixas, a
probabilidade de pelo menos uma delas ser falsa é:

Solugdo:

Seja o evento A: ocorrer duas caixas de Microvlar
verdadeiras.

Como a ocorréncia de uma caixa verdadeira independe da
probabilidade da outra ser verdadeira, podemos dizer que
as ocorréncias individuais de caixas de Microvlar
verdadeiras sdo eventos independentes. Assim a
probabilidade de ambas serem verdadeiras é:

80 80 64

P(A)=80%.80% = —.—— = — = 64% .
100 100 100
Portanto, o que nos interessa é
A 64 36
100 100

2) Llancando-se uma moeda e um dado, qual a
probabilidade de se obter cara na moeda e face 2 no dado?

Resolugdo: Sejam os eventos:

1
A: ocorrer cara — P(A) B
1
B: ocorrer face 3 — P(B/A):P(B):g
Veja que A e B sdo eventos independentes.

Entdo:
P(ANB)=P(A).P(B)

pianB) =1
26

1
Portanto:P(ANB)=—.
12

3) Uma urna contém 10 bolas vermelhas e 6 bolas brancas.

M
MKTEM, Il A

Retirando-se duas bolas ao acaso, qual é a
probabilidade de que ambas sejam de mesma cor
com:

a) reposicdo da primeira bola
b) sem reposi¢do da primeira bola

Resolugdo: Note que queremos que ocorra duas bolas
vermelhas ou duas bolas brancas. Chamando os eventos de
A e B, temos: P(A UB)=P(A)+P(B)

a) com reposi¢do da primeira bola

10 10 . 6 6
16 16 16 16
— | —
2vermelhas  2brancas

p(AUB) =1L
32

P(AUB) =

b) sem reposicdo da primeira bola

9 6 5

P(AUB)= —.— +—.—
16 15

— N

2vermelhas  2brancas

1
P(AUB) ==
(AUB) 5

4) ( FGV — SP ) Um sistema de controle de qualidade
consiste em trés inspetores A, B e C que trabalham em
série e de forma independente, isto é, o produto é
analisado pelos trés inspetores trabalhando de forma
independente.

O produto é considerado defeituoso quando um
defeito é detectado, ao menos, por um inspetor.
Quando o produto é defeituoso, a probabilidade de o
defeito ser detectado por cada inspetor é 0,8. A
probabilidade de uma unidade defeituosa ser
detectada é:

Solugao:

Probabilidade de uma unidade defeituosa ndo apresentar
defeito: 1-0,8=0,2.

Probabilidade de uma unidade defeituosa ndo ser
detectada por nenhum inspetor.

0,2-0,2:-0,2 =0,008.

Probabilidade de uma unidade defeituosa ser detectada
por pelo menos um inspetor.

1-0,008 =[0,992,

33
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01) ( ENEM ) Um protocolo tem como objetivo firmar
acordos e discussdes internacionais  para
conjuntamente estabelecer metas de redugdo de
emissdo de gases de efeito estufa na atmosfera. O
guadro mostra alguns dos paises que assinaram o
protocolo, organizados de acordo com o continente
ao qual pertencem.

Paises da América do

Paises da Asia
Norte

Estados Unidos da

N\ China
América
Canada india
México Japdo

Em um dos acordos firmados, ao final do ano, dois dos
paises relacionados serdo escolhidos aleatoriamente,
um apos o outro, para verificar se as metas de redugao
do protocolo estdo sendo praticadas.

A probabilidade de o primeiro pais escolhido pertencer
a América do Norte e o segundo pertencer ao
continente asiatico é

o o o o
= owN '5‘|oo Am ©O|F

L

02) ( ENEM ) Uma caixa contém uma cédula de R$ 5,00,
uma de R$ 20,00 e duas de R$50,00 de modelos

diferentes. Retira-se aleatoriamente uma cédula dessa
caixa, anota-se o seu valor e devolve-se a cédula a
caixa. Em seguida, repete-se o procedimento anterior.

A probabilidade de que a soma dos valores anotados
seja pelo menos igual a R$ 55,00 ¢é

1
4
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03) (ENEM ) Um adolescente vai a um parque de diversdes
tendo, prioritariamente, o desejo de ir a um
brinquedo que se encontra na drea IV, dentre as areas
I, 11, 1, IV e V existentes. O esquema ilustra o mapa do
parque, com a localizagdo da entrada, das cinco areas
com os brinquedos disponiveis e dos possiveis
caminhos para se chegar a cada area. O adolescente
ndo tem conhecimento do mapa do parque e decide
ir caminhando da entrada até chegar a area IV.

Suponha que relativamente a cada ramificacdo, as
opcbes existentes de percurso pelos caminhos
apresentem iguais probabilidades de escolha, que a
caminhada foi feita escolhendo ao acaso os caminhos
existentes e que, ao tomar um caminho que chegue a
uma area distinta da 1V, o adolescente necessariamente
passa por ela ou retorna.

Nessas condicdes, a probabilidade de ele chegar a area
IV sem passar por outras areas e sem retornar é igual a

1
a)— b)— ¢)— d) 1 e) i
96 64 24 4 12

04) ( ENEM ) Um casal, ambos com 30 anos de idade,
pretende fazer um plano de previdéncia privada. A
seguradora pesquisada, para definir o valor do
recolhimento mensal, estima a probabilidade de que
pelo menos um deles esteja vivo daqui a 50 anos,
tomando por base dados da populagdo, que indicam
que 20% dos homens e 30% das mulheres de hoje
alcangardo a idade de 80 anos.

Qual é essa probabilidade?

a) 50%
b) 44%
c) 38%
d) 25%
e) 6%

05) ( ENEM ) No préximo final de semana, um grupo de
alunos participard de uma aula de campo. Em dias
chuvosos, aulas de campo ndo podem ser realizadas. A
ideia é que essa aula seja no sabado, mas, se estiver
chovendo no sdbado, a aula serd adiada para o
domingo. Segundo a meteorologia, a probabilidade de
chover no sabado é de 30% e a de chover no domingo
é de 25%.

A probabilidade de que a aula de campo ocorra no
domingo é de

a) 5,0%
b) 7,5%
c) 22,5%
d) 30,0%
e) 75,0%

06) ( ENEM ) Uma fabrica de parafusos possui duas
magquinas, | e Il, para a producdo de certo tipo de
parafuso.

Em setembro, a maquina | produziu % do total de

parafusos produzidos pela fabrica. Dos parafusos

; oy . 25
produzidos por essa maquina, —— eram
1000

defeituosos. Por sua vez, i dos parafusos
1000

produzidos no mesmo més pela maquina Il eram
defeituosos.

O desempenho conjunto das duas maquinas é
classificado conforme o quadro, em que P indica a
probabilidade de um parafuso escolhido ao acaso ser

defeituoso.
2
0<P<— Excelente
100

i <P< i Bom
100 100

4 6
—<P<— Regular
100 100

6 8
—<P<— Ruim
100 100

8 ..
—<P<1 Péssimo
100

O desempenho conjunto dessas maquinas, em
setembro, pode ser classificado como

G
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a) excelente.
b) bom.

c) regular.

d) ruim.

e) péssimo.

07) (ENEM ) Em uma escola, a probabilidade de um aluno
compreender e falar inglés é de 30%. Trés alunos dessa
escola, que estdo em fase final de sele¢do de
intercambio, aguardam, em uma sala, serem chamados
para uma entrevista. Mas, ao invés de chama-los um a
um, o entrevistador entra na sala e faz, oralmente, uma
pergunta em inglés que pode ser respondida por
qualguer um dos alunos.

A probabilidade de o entrevistador ser entendido e ter
sua pergunta oralmente respondida em inglés é

a) 23,7%
b) 30,0%
c) 44,1%
d) 65,7%
e) 90,0%

08) ( ENEM ) Um morador de uma regido metropolitana
tem 50% de probabilidade de atrasar-se para o
trabalho quando chove na regido; caso nao chova, sua
probabilidade de atraso é de 25%. Para um
determinado dia, o servico de meteorologia estima
em 30% a probabilidade da ocorréncia de chuva
nessa regido.

Qual é a probabilidade de esse morador se atrasar
para o servigo no dia para o qual foi dada a estimativa
de chuva?

a) 0,075
b) 0,150
c) 0,325
d) 0,600
e) 0,800

GABARITO - AULA 70

1)c
6) b

2)c
7)d

3)c
8)c

4)b

\V 4
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VIDEO AULA 71
Probabilidades

PROBABILIDADE CONDICIONAL - DISTRIBUICAO
BINOMIAL

CLIQUE NO LINK ABAIXO E ASSISTA A VIDEO AULA

De um baralho de 52 cartas extraimos uma carta. Qual a
probabilidade de que a carta seja um rei, sabendo que ela

é uma figura?

Salugﬁo:

Note que o espaco amostral desse experimento n3o é o

conjunto das 52 cartas. Com a informagdo de que a carta é

uma figura, o espago amostral serd formado pelas 12

figuras do baralho. Como existem 4 reis, a probabilidade
1

4
sera P(A)=—=—.
12 3

Probabilidades  como essas sdo denominadas
probabilidades condicionadas e serd objeto de nosso
maodulo.

RICARDINHOMATEMATICAX.COM.BR
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Professor @m relindu

1. Probabilidade condicional

Acompanhe o seguinte exemplo:
Numa escola existem 20 estudantes, dos quais 12 sdo
mulheres e 8 sdo homens.

Ao prestarem vestibular no final do ano observou-se que 5
mulheres e 3 homens foram aprovados, como mostra o
quadro:

aprovados Nao total
aprovados
Mulheres 5 7 12
Homens 3 5 8
Total 8 12 20

Considere agora, os seguintes eventos:

8 2

A: O estudante escolhido foi aprovado: P(A) = 20 = A
s 12 3
B: O estudante escolhido é mulher: P(B) = 5 = E

Dai pergunta-se: Qual é a probabilidade de o estudante ter
sido aprovado, sabendo que é mulher?

Resolugdo: Observe que o problema pede a probabilidade
de ocorrer A(estudante ter sido aprovado), mas informa
que ja ocorreu B (estudante é mulher); Portanto o novo
espaco amostral estd condicionado. Veja o quadro abaixo:

aprovados Nao total
aprovados

Mulheres 5 7 12

5
Portanto, a probabilidade que procuramos é: T}

\V 4

i
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Generalizacao

De um modo geral, se U é um espago amostral e A e B
eventos, denominamos probabilidade condicional de A,
dado B, a probabilidade de ocorrer A visto que ja ocorreu
B.

Notagdo: P(A/B)

P(ANB)

Célculo: [P(A/B) = W

com P(B)=0

No exemplo anterior, temos:

8 2
A: O estudante escolhido foi aprovado: P(A)= 5 = E
12 3

B: O estudante escolhido é mulher: P(B) = B =

AMB: O estudante escolhido foi aprovado e é mulher:

P(A RB)=> =t
20 4
. P(ANB)
P(A/B)=———
Aplicando P(A/B) "6 vem
k3
L
P(A/B) = 3
5

Exercicio Resolvido

Numa pesquisa sobre a preferéncia de dois jornais A e B
com 40 pessoas, constatou-se que:

e 15 pessoas gostam apenas do jornal A
e 12 pessoas gostam apenas do jornal B

e 8 pessoas gostam dos jornais A e B.

Qual a probabilidade de uma pessoa que gosta do jornal A
também gostar do jornal B?

Resolugdo:

9

8

P(ANB 20 8

Aplicando P(B/A) = ACB) e P(A/Fs):‘z‘—g:E
40

37
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2. Distribuicao Binomial

Se um experimento aleatério é realizado n vezes
sucessivas, sempre nas mesmas condi¢des, entdo a
probabilidade de que um evento A desse experimento
ocorra exatamente k vezes é dada pela expressao:

pln [o(a)] o]

ou

ck [pay] )]

ou ainda:

: PP ™

onde P =ck = Mo
" " k) Kkl.(nh—k)!

Vamos considerar o seguinte problema:
)

A probabilidade de um atirador atingir um alvo em um

1
Unico tiro é if Com apenas 5 tiros, qual a probabilidade

de se acertar o alvo exatamente 2 vezes?

Resolugdo: Inicialmente observe os seguintes eventos:

[EEY

A: Acertaroalvo— P(A)==

[0}

— —~ 4
A :N3o acertaroalvo— P(A) = E

Observe que A e A sdo eventos complementares.
Nos 5 experimentos, o problema exige que ocorra o evento

A exatamente 2 vezes. E natural perceber que o evento A
deve ocorrer 3 vezes.
Em contra partida, ndo é definido no problema a ordem em

que devem acontecer os eventos Ae A.
Veja abaixo algumas das possibilidades em que podem
ocorrer:

\V 4

i
Mk’{fMﬁ' A

AlA|IA|A|lA

Observe que qualquer que seja a disposi¢do dos eventos, é
facil perceber que a probabilidade dessa ocorréncia é a

mesma, ou seja: [P(A)]z-[P(K)]3

Dai, resta obter apenas a quantidade de maneiras
diferentes em que essas situagdes podem ser dispostas.

Para isso basta permutarmos A, A, A,AA .
Entdo, a probabilidade procurada é dada por:

|>52'3.[P(A)]2.[P(/§)]3

st [17A a7

w13 15)
1 64
"25°125

Efetuando os calculos, vem:E
625
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01) ( ENEM ) O diretor de um colégio leu numa revista
que os pés das mulheres estavam aumentando. H3
alguns anos, a média do tamanho dos calgados das
mulheres era de 35,5 e, hoje, é de 37,0. Embora ndo
fosse uma informacao cientifica, ele ficou curioso e fez
uma pesquisa com as funcionarias do seu colégio,
obtendo o quadro a seguir:

TAMANHO DOS CALCADOS NUMERO DE FUNCIONARIAS
39,0 1
38,0 10
37,0 3
36,0 5
35,0 6

Escolhendo uma funciondria ao acaso e sabendo que
ela tem calgado maior que 36,0, a probabilidade de ela
calgar 38,0 é

1
a —
) 3
1

b -
)5
2

c [—
'@
5

d =
b7

o =
14

02) (Modelo Enem) Uma prova consta de 7 questdes de

mdltipla escolha, com 4 alternativas cada uma, e
apenas uma correta. Se um aluno escolher como
correta uma alternativa ao acaso em cada questdo, a
probabilidade de que ele acerte ao menos uma questdo
da prova é de, aproximadamente:

a) 87%.
b) 85%.
c) 90%.
d) 47%.
e) 57%.

\V 4

i
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03) (Modelo Enem) Um casal que pretende ter 5 filhos

descobre, ao fazer certos exames, que determinada
caracteristica genética tem a probabilidade de um
terco de ser transmitida a cada de seus futuros filhos.
Nessas condigOes, a probabilidade de, exatamente,
trés dos cinco filhos possuirem essa caracteristica é:

a) exatamente 17%.
b) maior que 15%.
c) menor que 14%.
d) exatamente 18%.
d) exatamente 23%

04) (ENEM ) O psicélogo de uma empresa aplica um teste

para analisar a aptiddo de um candidato a
determinado cargo. O teste consiste em uma série de
perguntas cujas respostas devem ser verdadeiro ou
falso e termina quando o psicélogo fizer a décima
pergunta ou quando o candidato der a segunda
resposta errada. Com base em testes anteriores, o
psicélogo sabe que a probabilidade de o candidato
errar uma resposta é 0,20.

A probabilidade de o teste terminar na quinta
pergunta é

a) 0,02048.
b) 0,08192.
c) 0,24000.
d) 0,40960.
e) 0,49152.

05) (ENEM ) Um casal decidiu que vai ter 3 filhos. Contudo,

qguer exatamente 2 filhos homens e decide que, se a
probabilidade fosse inferior a 50%, iria procurar uma
clinica para fazer um tratamento especifico para
garantir que teria os dois filhos homens.

Ap0s os calculos, o casal concluiu que a probabilidade
de ter exatamente 2 filhos homens é

a) 66,7%, assim ele ndo precisard fazer um
tratamento.

b) 50%, assim ele ndo precisara fazer um tratamento.

¢) 7,5%, assim ele ndo precisara fazer um tratamento.

d) 25%, assim ele precisara procurar uma clinica para

fazer um tratamento.

e) 37,5%, assim ele precisard procurar uma clinica

para fazer um tratamento.
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06) ( ENEM ) Uma senhora acaba de fazer uma

ultrassonografia e descobre que estd gravida de
quadrigémeos. Qual é a probabilidade de nascerem
dois meninos e duas meninas?

1
a) —
16

07) ( ENEM ) Numa avenida existem 10 semaforos. Por

causa de uma pane no sistema, os semaforos ficaram
sem controle durante uma hora, e fixaram suas luzes
unicamente em verde ou vermelho. Os semaforos
funcionam de forma independente; a probabilidade

2
de acusar a cor verde é de § e a de acusar a cor

1
vermelha é de 5 Uma pessoa percorreu a pé toda

essa avenida durante o periodo da pane, observando
a cor da luz de cada um desses semaforos.

Qual a probabilidade de que esta pessoa tenha
observado exatamente um sinal na cor verde?

a) 10x2
310
10x2°

b)
310

210
c) W
d) %
3

o) 2
310
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08) ( ENEM ) O controle de qualidade de uma empresa
fabricante de telefones celulares aponta que a
probabilidade de um aparelho de determinado
modelo apresentar defeito de fabricacdo e de 0,2%. Se
uma loja acaba de vender 4 aparelhos desse modelo
para um cliente, qual é a probabilidade de esse cliente
sair da loja com exatamente dois aparelhos
defeituosos?

a) 2x(0,2%)%
b) 4x(0,2%)>
) 6x(0,2%) x (99,8%)>.
d) 4x(0,2%).

e) 6x(0,2%) % (99,8%).
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Nocoes de Estatistica

CLIQUE NO LINK ABAIXO E ASSISTA A VIDEO AULA

[=]

AULA 72 - PARTE |

[=]

AULA 72 — PARTE Il

1. Médias

Média Aritmética Simples

Xy Xy et X,

a a
n ou n

M

Média Aritmética Ponderada

M. = X1:P1HX2-Pp +ee 4 X0 Py
P, +Py +..+P,

Média Geométrica

Mg =17/X; X500 X,

SN Y
: MKTEM, Il A

Média Harmoénica Simples

1
M =
H 1 1 1
— ettt
x1 x2 xn
n

Observagoes:

Para dois numeros positivos, vale a seguinte igualdade:

2. Medidas de tendéncia central

Mediana

Dados n valores colocados em ordem crescente ou
decrescente (rol), a mediana é o valor intermediario (se n
é impar) ou a média aritmética (se n é par) dos valores
intermediarios.

e (Caso o nimero n de elementos da amostra seja
impar, a mediana ocupa a posicio p onde

_n+1

i
e Ja se o niumero n de elemento da amostra seja
par, a mediana é a média artimética do elementos

que ocupam as posigdes 2 i, O
2

Moda

O elemento que ocorre com mais frequéncia dentre um
conjunto de elementos é denominado moda.

Exemplo: Foram registradas as notas de 25 alunos de uma
turma da escola APRENDA BEM.

7,0 7,5 6,0 7,5 7,5
7,5 9,0 3,5 9,0 4,5
8,0 9,0 4,0 10,0 6,0
6,5 8,0 4,5 10,0 7,5
6,5 7,5 5,5 7,5 7,5

A nota de maior frequéncia é 7,5 (apareceu 8 vezes) .
Dizemos com isso, que a moda dessa amostra é 7,5.

Observagdo: Um conjunto de elementos pode ter uma ou
mais modas ou ainda, ndo possuir moda.

G
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3. Medidas de Dispersao

Dois candidatos A e B disputam uma vaga para ingressar
num concurso publico. O critério para escolha do
candidato é a maior média obtida em trés provas com o
mesmo peso. Apds a resolugdo das provas cada aluno
obteve as seguintes notas:

Candidato A Candidato B
4 2
8 9
9 10

Observe que os dois candidatos obtiveram a mesma
média. O critério de desempate do concurso consistia no
candidato que fosse mais regular. Eis a questao!l! Que
parametro pode ser utilizado para essa decisao?

Estudaramos, agora, as chamadas medidas de dispersdo
usadas em estatistica para quantificar o afastamento dos
dados de uma amostra em relagdo a sua média aritmética.

Desvio

Denomina-se desvio a diferenca entre um dos elementos
de uma amostra e a média dessa amostra.

Exemplo:
O candidato A obteve as notas:4, 8 e 9.

iy AEE9 S
3
Os desvios sdo:
4-7=-3
8-7=1
9-7=2

Os valores -3, 1 e 2 indicam o quanto cada valor da
amostra se distancia da média da amostra. Dizemos que o
elemento 4 estd 3 valores abaixo da média, enquanto o
elemento 8 estd 1 valor acima da média.

Desvio Absoluto

Denomina-se desvio absoluto, o médulo da diferenga entre
um dos elementos de uma amostra e a média dessa
amostra.

No caso anterior, temos:

|4-7|=3
|8-7/=1
l9-7=2

\V 4
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Desvio Médio

Desvio médio (d,,) é a média aritmética dos desvios
absolutos.

Exemplo: Para a amostra 4, 8, 9, temos:

3+1+2
dn == =2
Variancia:

Denomina-se variancia ao numero v, média aritmética dos
guadrados dos desvios dos elementos da amostra.

Exemplo:

O candidato A obteve as notas 4, 8, 9. Sua média aritmética
é:

_4+8+9
=% N
e os desvios sdo:

M, 7

—-7=-3

Logo, a variancia desse conjunto de dados é
Vw2 92

_(=3) +31 +2 =9+;+4;4'67

Ja o candidato B obteve as notas 2, 9 e 10. Sua média
aritmética é

2+9+10
= = 7
3
e os desvios sdo:

My

-7=-5
—7=2

10-7=3

Logo, a variancia desse conjunto de dados é
ER 492, 32

_(=5) +32 +3 254449,

Dentre os dois candidatos com mesma média, o que possui
menor variancia é aquele cujas notas estdo mais proximas
da média, ou seja, aquele cujas notas apresentam menos
dispersdo. No critério de desempate, estaria aprovado o
candidato A (candidato mais regular).
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Desvio Padrao

Desvio padrdo (dp) é a raiz quadrada da variancia.

d, =v

p

Exemplo: No exemplo anterior:
Candidato A: v=4,67 > d, =+/4,67=2,16
Candidato B: v=12,67—>d, =/12,67 =3,56

O desvio padrdo é muito usado em estatistica pois
conserva a unidade dos valores da amostra. Por exemplo,
numa amostra onde as medidas sao as alturas em metros
dos alunos de uma escola, a variancia teria unidade metros
quadrados, enquanto o desvio padrdo tem “metros” como
unidade.

= I —

01) (Modelo Enem) Um aluno realizou cinco provas em
uma disciplina, obtendo as notas: 10,8,6,x e 7.

Sabe-se que a média aritmética simples destas notas é
8. Assinale qual a nota da prova representada por X.

a) 6.
b) 7.
c) 8.
d) 9.
e) 10.

02) ( ENEM ) Ao final de uma competi¢do de ciéncias em
uma escola, restaram apenas trés candidatos. De
acordo com as regras, o vencedor sera o candidato que
obtiver a maior média ponderada entre as notas das
provas finais nas disciplinas quimica e fisica,
considerando, respectivamente, os pesos 4 e 6 para
elas. As notas sdo sempre numeros inteiros. Por
guestdoes médicas, o candidato Il ainda ndo fez a prova
final de quimica. No dia em que sua avaliagdo for
aplicada, as notas dos outros dois candidatos, em
ambas as disciplinas, ja terdo sido divulgadas.

O quadro apresenta as notas obtidas pelos finalistas
nas provas finais.

Candidato Quimica Fisica
I 20 23
Il X 25
I 21 18

A menor nota que o candidato Il devera obter na prova
final de quimica para vencer a competi¢do é

a) 18.
b) 19.
c) 22.
d) 25.
e) 26.
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03) ( ENEM ) No final de uma matéria sobre sorte e azar
publicada em uma revista, o leitor tem a opg¢do de
realizar um teste no qual ele deve responder a dez
perguntas sobre cinco temas, sendo cinco sobre sorte
e cinco sobre azar. Para cada pergunta, o leitor marca
apenas uma alternativa dentre as seis opg¢des de
respostas, sendo que a alternativa escolhida esta
associada a uma nota entre os valores 1, 3,5,7,8 e 9.

Um leitor respondeu ao teste, obtendo as notas de
sorte e de azar para as perguntas e representou-as no
Quadro 1.

Quadro 1
Tema 1 Tema 2 Tema 3 Tema 4 Tema 5
Sorte 1 3 9 7 T
Azar 8 5 5 5 9

O resultado do teste x é calculado como sendo a
diferenca entre as médias aritméticas das notas de
sorte e de azar, nessa ordem. A classificacdo desse
resultado é dada de acordo com o Quadro 2.

Quadro 2

Resultado
Vocé & muito azarado ws
Vocé & azarado Y I
Vocé esta na média —1=x=1
Vocé é sortudo IES T
Wocé & muito sortudo w4

De acordo com os dados apresentados, a classificagao
do resultado do teste desse leitor é

a) “Vocé é azarado”.

b) “Vocé é sortudo”.

c) “Vocé é muito azarado”.
d) “Vocé é muito sortudo”.
e) “Vocé esta na média”.

04) ( ENEM )

No quadro estdo representadas as
guantidades de certos tipos de vinho vendidos
durante um ano e o lucro por unidade vendida de
cada um desses tipos. Para repor seu estoque, o
proprietario escolhera apenas os tipos de vinho em
que o lucro total com sua venda foi maior do que a
média entre os lucros obtidos com a venda de todos
os tipos.

Tipo de vinho 1 n L] [\ v VI
Unidades vendidas 120 50 7 47 70 90
Lucro por unidade (RS) 6.00 1200 10,00 20,00 5.00 1200

Conforme condigGes estabelecidas, os tipos de vinhos
escolhidos serdo

a)leVl b) IV e VI.
d)I, VeVl e)llll, VeVl

c)l, VeVl

05) ( ENEM ) Uma equipe de especialistas do centro

meteoroldgico de uma cidade mediu a temperatura
do ambiente, sempre no mesmo hordrio, durante 15
dias intercalados, a partir do primeiro dia de um més.
Esse tipo de procedimento é frequente, uma vez que
os dados coletados servem de referéncia para
estudos e verificagdo de tendéncias climaticas ao

longo dos meses e anos.
As medicGes ocorridas nesse periodo estdo indicadas
no quadro:

Dia do més | Temperatura (em 2C)

1 15,5

3 14

5 13,5

7 18

9 19,5

11 20

13 13,5

15 13,5

17 18

19 20

21 18,5

23 13,5

25 21,5

27 20

29 16

Em relacdo a temperatura, os valores da média,
mediana e moda sdo, respectivamente, iguais a

a) 17°C,17°Ce 13,5°C

b) 17°C,18°Ce 13,5°C

c) 17°C,135°Ce 18°C

d) 17°C,18°Ce 21,5°C.

e) 17°C, 13,5°Ce 21,5°C.
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06) (ENEM ) O quadro seguinte mostra o desempenho de
um time de futebol no ultimo campeonato. A coluna da
esquerda mostra o niumero de gols marcados e a coluna
da direita informa em quantos jogos o time marcou
aquele nimero de gols.

Gols Quantidade
marcados de partidas
0 5
1 3
2 4
3 3
4 2
5 2
7 1

Se X, Y e Z sdo, respectivamente, a média, a mediana e
a moda desta distribuicdo, entdo

a)X=Y<Z
b)Z<X=Y.
c)Y<Z<X.
d)Z<X<Y.
e)Z<Y<X.

07) ( ENEM ) Marco e Paulo foram classificados em um
concurso. Para a classificagdo no concurso o candidato
deveria obter média aritmética na pontuacdo igual ou
superior a 14. Em caso de empate na média, o
desempate seria em favor da pontuagdo mais regular.
No quadro a seguir sdo apresentados os pontos obtidos
nas provas de Matematica, Portugués e
Conhecimentos Gerais, a média, a mediana e o desvio
padrao dos dois candidatos.

Dados dos candidatos no concurso

Matemdtica Portugués

Conhecimentos Média Mediana Desvio
Gerais Padréo
Marco 14 135 16 15 135 0,32
Paulo 8 19 18 15 18 4,97

O candidato com pontuag¢do mais regular, portanto mais
bem classificado no concurso, é

a) Marco, pois a média e a mediana sdo iguais.

b) Marco, pois obteve menor desvio padrao.

c) Paulo, pois obteve a maior pontuacdo da tabela, 19 em
Portugués

d) Paulo, pois obteve maior mediana.

e) Paulo, pois obteve maior desvio padrao.

e T ——

08) ( ENEM ) Passar trote nos telefones de emergéncia da
Policia Militar, Corpo de Bombeiros e Servigo de
Atendimento Médvel de Urgéncia (Samu) pode resultar
em multa para o dono do telefone de onde partiu a
ligagdo. Para exemplificar a seriedade dessa questao,
em uma cidade brasileira, um jornal local publicou a
tabela a seguir, mostrando o numero de trotes
telefénicos recebidos pelos bombeiros da cidade, ao
longo de um semestre.

Meses Trotes
Jan 18
Fev 20
Mar 30
Abr 16
Maio 14
Jun 16

Qual o valor mediano da quantidade de trotes
recebidos nesse semestre?

a)16 b)17 ¢)18 d) 19 e) 23

09) ( ENEM ) Um dos principais indicadores de inflagdo
é o indice Nacional de Precos ao Consumidor Amplo

(IPCA). O gréfico apresenta os valores do IPCA nos anos
de 1994 a 2011.

Inflagdo Anual - IPCA

Inflagdo 25

22,41

oL A

/
18,57
15

\ 12,53
“ /\

591 6,50

o

4,31

556 Ry 30
260
7,67 69 5,90
5,22 5,97
w
3,14

1,65

0

94 95 96 97 98 99 00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 11

O valor mais préoximo da mediana de todos os valores
da inflagdo indicados no grafico é

a) 5,97.
b) 6,24.
c) 6,50.
d) 8,07.
e) 10,10.
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10) ( ENEM ) O indice de massa corporal (IMC) de uma
pessoa é definido como o quociente entre a massa
dessa pessoa, medida em quilograma, e o quadrado
da sua altura, medida em metro. Esse indice é usado
como parametro para verificar se individuo esta ou
ndo acima do peso ideal para a sua altura. Durante o
ano de 2011, uma pessoa foi acompanhada por um
nutricionista e passou por um processo de
reeducacdo alimentar. O grafico indica a variagdo
mensal do IMC dessa pessoa, durante o referido
periodo. Para avaliar o sucesso do tratamento, o
nutricionista vai analisar as medidas estatisticas
referentes a variagdo do IMC.

IMCA
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De acordo com o grafico, podemos concluir que a
mediana da variagdo mensal do IMC dessa pessoa é

igual a

a) 27,40. b) 27,55. ¢) 27,70. d) 28,15. e) 28,45.
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